Materiaty na kétko
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Na egzaminie beda zadania z nastepujacych dziatéw:

1.

Basic proofs - podstawowe dowody, ten dziat ma sprawdzaé
umiejetno$¢ poprawnego zapisu dowodu matematycznego;

Mathematical induction - dowody wykorzystujace zasade indukgcji
matematycznej;

Pigeonhole principle - dowody wykorzystujace zasade szufladkowa
Dirichleta;

. Number systems - zapis liczb w réznych systemach liczbowych oraz

arytmetyka w tych systemach.

Modular arithmetic and linear congruences - dziatania na resztach,
réwnania i uktady réwnan w arytmetyce modularnej.
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@ Basic proofs
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W tej czeSci ombwione zostang podstawy zapisu prostych dowodéw
matematycznych na dwéch przyktadach.
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Przyktad 1

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych p i g takich, ze
p > q, jesli p — q jest liczba parzysta to p + q jest liczbg parzysta.
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Przyktad 1 - rozwigzania

Mamy dwie dowolne dodatnie liczby catkowite p i q, takie, ze p > q.

Chcemy pokazad, ze jesli p — g jest liczba parzysta, to p + g jest liczba
parzystq.
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Mamy dwie dowolne dodatnie liczby catkowite p i q, takie, ze p > q.

Chcemy pokazad, ze jesli p — g jest liczba parzysta, to p + g jest liczba
parzystq.

Na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie (to, od czego wychodzimy).
Na czerwono wniosek (to, do czego chcemy dojs¢).
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Przyktad 1 - rozwigzania

Mamy dwie dowolne dodatnie liczby catkowite p i q, takie, ze p > q.
Chcemy pokazad, ze jesli p — g jest liczba parzysta, to p + g jest liczba
parzystq.

Na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie (to, od czego wychodzimy).
Na czerwono wniosek (to, do czego chcemy dojs¢).

p — q jest liczbg parzysta, czyli p — g =2m, dla m € Z.

p—q=2m  \+2q
p+qg=2m+2q
p+q=2(m+q)=2n
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Przyktad 1 - rozwigzania

Mamy dwie dowolne dodatnie liczby catkowite p i q, takie, ze p > q.
Chcemy pokazad, ze jesli p — g jest liczba parzysta, to p + g jest liczba
parzystq.

Na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie (to, od czego wychodzimy).
Na czerwono wniosek (to, do czego chcemy dojs¢).

p — q jest liczbg parzysta, czyli p — g =2m, dla m € Z.

p—q=2m  \+2q
p+qg=2m+2q
p+q=2(m+q)=2n

czyli p+ g = 2n, gdzie n € Z, a wiec p + q jest liczba parzysta, co

nalezato udowodnié.
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Przyktad 2

Udowodnij, ze jedli n jest liczba nieparzysta, to n? tez jest liczba
nieparzysta.
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Przyktad 1 - rozwigzania

Chcemy pokazaé, ze jedli n jest liczba nieparzysta, to n® jest liczba
nieparzysta.
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Przyktad 1 - rozwigzania

Chcemy pokazaé, ze jedli n jest liczba nieparzysta, to n® jest liczba
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Zndéw na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie, a na czerwono
whniosek.
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Przyktad 1 - rozwigzania

Chcemy pokazaé, ze jedli n jest liczba nieparzysta, to n® jest liczba
nieparzysta.

Zndéw na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie, a na czerwono
whniosek.

n jest liczba nieparzysta, czyli n =2k + 1, dla k € Z.

n? =2k +1)> =4k + 4k +1=2(2k> + 2k) +1=2m +1
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Przyktad 1 - rozwigzania

Chcemy pokazaé, ze jedli n jest liczba nieparzysta, to n® jest liczba
nieparzysta.

Zndéw na niebiesko zaznaczone jest nasze zatozenie, a na czerwono
whniosek.

n jest liczba nieparzysta, czyli n =2k + 1, dla k € Z.

n? =2k +1)> =4k + 4k +1=2(2k> + 2k) +1=2m +1

czyli n> =2m + 1, gdzie m € Z, a wiec n® jest liczba nieparzysta, co
nalezato udowodnié.
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Mathematical induction

© Mathematical induction
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Mathematical induction

Zasada indukcji matematyczne;j
If P(0) and for all k € N if P(k), then P(k + 1), then for all n € N P(n). J
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Mathematical induction

Zasada indukcji matematyczne;j
If P(0) and for all k € N if P(k), then P(k + 1), then for all n € N P(n). J

Przeformutujmy te zasade na prostszy jezyk. Zgodnie z zasadg jesli uda
nam sie wykaza¢, ze:

e dana wtasno$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu (P(0)) oraz, ze
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Mathematical induction

Zasada indukcji matematyczne;j
If P(0) and for all k € N if P(k), then P(k + 1), then for all n € N P(n). J

Przeformutujmy te zasade na prostszy jezyk. Zgodnie z zasadg jesli uda
nam sie wykazaé, ze:
e dana wtasno$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu (P(0)) oraz, ze

@ jesli dana wtasnos¢ przystuguje jakiemus dowolnemu elementowi, to
przystuguje réwniez nastepnemu (for all k € N if P(k), then
P(k +1)).
to mozemy wywnioskowad, ze dana wtasno$¢ przystuguje kazdemu
elementowi (for all n € N P(n)).
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Struktura dowodu indukcyjnego

Dowody indukcyjne maja Scisle okreslong strukture. W kroku pierwszym
wykazujemy, ze dana wtasnos$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu.
Czesto jest to prosty krok, ale nie mozna go pomijaé.
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wykazujemy, ze dana wtasnos$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu.
Czesto jest to prosty krok, ale nie mozna go pomijaé. Uwaga: elementem
poczatkowym nie zawsze jest 0 czy 1.
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Struktura dowodu indukcyjnego

Dowody indukcyjne maja Scisle okreslong strukture. W kroku pierwszym
wykazujemy, ze dana wtasnos$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu.
Czesto jest to prosty krok, ale nie mozna go pomijaé. Uwaga: elementem
poczatkowym nie zawsze jest 0 czy 1.

Drugi krok ma postac "if ..., then ...", a wiec ma posta¢ implikacji.
Zawsze, gdy dowodzimy implikacji zaktadamy przestanke i na jej podstawie
udowadniamy wniosek. W przypadku indukcji zaktadamy, ze jaki$ element
k ma wtasno$¢ P i na tej podstawie udowadniamy, ze takze element k + 1
bedzie miat wtasnos¢ P.
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Struktura dowodu indukcyjnego

Dowody indukcyjne maja Scisle okreslong strukture. W kroku pierwszym
wykazujemy, ze dana wtasnos$¢ przystuguje elementowi poczatkowemu.
Czesto jest to prosty krok, ale nie mozna go pomijaé. Uwaga: elementem
poczatkowym nie zawsze jest 0 czy 1.

Drugi krok ma postac "if ..., then ...", a wiec ma posta¢ implikacji.
Zawsze, gdy dowodzimy implikacji zaktadamy przestanke i na jej podstawie
udowadniamy wniosek. W przypadku indukcji zaktadamy, ze jaki$ element
k ma wtasno$¢ P i na tej podstawie udowadniamy, ze takze element k + 1
bedzie miat wtasnos¢ P.

Trzeci krok to juz formalnos¢. Polega na przytoczeniu zasady indukgji

matematycznej, zgodnie z ktéra poprzednie dwa kroki prowadza do
ogolnego wniosku.
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Przyktady

Musimy umieé zastosowaé dowody indukcyjne do trzech rodzajéw

przyktadéw:
@ podzielnos¢,
@ nieréwnosci,

@ sumy ciggow.
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Przyktad 1 - podzielnosé

Udowodnij, ze 34"+2 4 521 jest podzielne przez 14 dla kazdego n € N.
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Przyktad 1 - podzielnos¢

Krok 1: n=0
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Przyktad 1 - podzielnosé

Krok 1: n=0

34x042 4 52x0+1 — 32 1 5l — 14, co jest oczywiscie podzielne przez 14.

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 14 / 40



Przyktad 1 - podzielnosé

Krok 1: n=20
34x042 4 52x0+1 — 32 1 5l — 14, co jest oczywiscie podzielne przez 14.

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
rowniez dla n = k + 1.
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Przyktad 1 - podzielnosé

Krok 1: n=20
34x042 4 52x0+1 — 32 1 5l — 14, co jest oczywiscie podzielne przez 14.

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
rowniez dla n = k + 1.

Zatozenie: 14 | 34k+2 4 52k+1
Cel: 14 | 34k+6 4 52k+3
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Przyktad 1 - podzielnosé

38k+6 | 52k+3 _
= 3% x 3%F2 52 52K =
=81 x 3%+2 4 25 x 52k =
=56 x 3*KT2 4 25 x 392 4 05 52HHL =
= 14 x 4 x 3%F2 4 o5(3%k+2 1 52kHLy
Otrzymali$my sume dwéch elementéw. Kazdy z nich jest podzielny przez

14 (drugi na mocy zatozenia indukcyjnego), a wiec suma jest réwniez
podzielna przez 14. Czyli 14 | 3*+6 1 52k+3 To korczy drugi krok.
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Przyktad 1 - podzielnosé

Krok 3: WykazaliSmy, ze teza jest prawdziwa dla n = 0 oraz, ze jesli jest
prawdziwa dla n = k, to jest prawdziwa dla n = k + 1, a wiec na mocy
zasady indukcji matematycznej teza jest prawdziwa dla kazdego n € N.
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 4, prawdziwa jest
nierébwnos¢:
3"> (n+1)°
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnosé

Krok 1: n=5
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

Krok 1: n=5

LHS =3° =243
RHS = (5+1)3 =63 =216
Oczywiscie LHS > RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =5
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

Krok 1: n=5
LHS =35=1243
RHS = (5+1)3 =63 =216

Oczywiscie LHS > RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =5

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
rowniez dla n = k + 1.
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

Krok 1: n=5

LHS =3° =243

RHS = (5+1)3 =63 =216

Oczywiscie LHS > RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =5

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
rowniez dla n = k + 1.

Zatozenie: 3K > (k + 1)3
Cel: 3k+1 > (k +2)3
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Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

LHS = 3Kt =3 x 3k >
>3x (k+1) =
=3x (K®+3k> +3k+1) =
=3k3+9k* + 9k +3

Skoro k > 4, to na pewno 2k3 > 5, a 3k? > 3k, mamy wiec:

3Kk +9Kk% + 9k + 3 >

> k3 +6k® +12k + 8 =

= (k+2)3=RHS
Otrzymaliémy pozadany wynik: 3¥*1 > (k 4 2)3

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017

19 / 40



Mathematical induction

Przyktad 2 - nieréwnos¢

Krok 3: WykazaliSmy, ze teza jest prawdziwa dla n = 5 oraz, ze jesli jest
prawdziwa dla n = k, to jest prawdziwa dla n = k + 1, a wiec na mocy
zasady indukcji matematycznej teza jest prawdziwa dla kazdego

neN, n>4

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 20 / 40



Przyktad 3 - suma ciagu

Wykaz, ze:

n(n+1)(n+5)

1x442x54+3x6+...+nx(n+3)= 3
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Przyktad 3 - suma ciagu

Krok 1: n=1
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Przyktad 3 - suma ciagu

Krok 1: n=1

LHS =1x4=14
_ 1x2x6 _ 12 _
RHS = 2522 = % =4
Mamy wiec LHS = RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =1
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Przyktad 3 - suma ciagu

Krok 1: n=1
LHS =1x4=14
_ 1x2x6 _ 12 _
RHS = 2522 = % =4
Mamy wiec LHS = RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =1

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
réwniez dla n = k + 1.

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 22 / 40



Przyktad 3 - suma ciagu

Krok 1: n=1

LHS =1x4=14
_ 1x2x6 _ 12 _
RHS = 2522 = % =4
Mamy wiec LHS = RHS, a wiec teza jest prawdziwa dla n =1

Krok 2: zaktadamy teze dla n = k i chcemy pokaza¢, ze jest prawdziwa
réwniez dla n = k + 1.

Zatozenie: 1 X 4+ 2 x 543 % 6+ ... + k x (k + 3) = KkE(kt5)

Cel:

1X44+2X54+3X6+ ...+ kx (k+3)+ (k+1) x (k+4) = EEDEE2)(EL6)
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Przyktad 3 - suma ciagu

2
RHS = (k+1)(k;r2)(k+6) _ +3k§2)(k+6) _
k3 + 9k2 4 20k + 12

3
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Przyktad 3 - suma ciagu

(k+1)(k+2)(k+6) (k?+3k+2)(k+6)
k3 + 9k? + 20k + 12

3

LHS =1x44+2x54+3x6+...+kx(k+3)+(k+1)x(k+4)

k(k+1)(k+5
_ K ;( )+(k+1)><(k+4):
k(k +1)(k 4+ 5) +3(k +1)(k + 4)
3
k3 + 6k* + 5k 4 3k* + 15k + 12
. =
k3 4 9k? + 20k 4 12

3

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017

23 / 40



Przyktad 3 - suma ciagu

Krok 3: WykazaliSmy, ze teza jest prawdziwa dla n = 1 oraz, ze jesli jest
prawdziwa dla n = k, to jest prawdziwa dla n = k + 1, a wiec na mocy

zasady indukcji matematycznej teza jest prawdziwa dla kazdej dodatniej
liczby naturalne;.

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 24 / 40



Pigeonhole principle

© Pigeonhole principle
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Pigeonhole principle

Zasada szufladkowa

Jesli w n szufladkach jest m przedmiotéw, przy czym m > n, to w co
najmniej jednej szufladce jest wiecej niz jeden przedmiot.
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Pigeonhole principle

Zasada szufladkowa

Jesli w n szufladkach jest m przedmiotéw, przy czym m > n, to w co
najmniej jednej szufladce jest wiecej niz jeden przedmiot.

Przyktad: w grupie 20 uczniéw na pewno co najmniej dwédch urodzito w
tym samym miesigcu. Jest 12 miesiecy (szufladki), a uczniéw 20.
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Pigeonhole principle

Zasada szufladkowa

Jesli w n szufladkach jest m przedmiotéw, przy czym m > n, to w co
najmniej jednej szufladce jest wiecej niz jeden przedmiot.

Przyktad: w grupie 20 uczniéw na pewno co najmniej dwédch urodzito w
tym samym miesigcu. Jest 12 miesiecy (szufladki), a uczniéw 20.

Uogdlniona Zasada szufladkowa

Jedli w n szufladkach jest m przedmiotdéw, przy czym m > kn + 1, gdzie
k € Z", to w co najmniej jednej szufladce jest co najmniej k + 1
przedmiotow.
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Pigeonhole principle

Zasada szufladkowa

Jesli w n szufladkach jest m przedmiotéw, przy czym m > n, to w co
najmniej jednej szufladce jest wiecej niz jeden przedmiot.

Przyktad: w grupie 20 uczniéw na pewno co najmniej dwédch urodzito w
tym samym miesigcu. Jest 12 miesiecy (szufladki), a uczniéw 20.

Uogdlniona Zasada szufladkowa

Jedli w n szufladkach jest m przedmiotdéw, przy czym m > kn + 1, gdzie
k € Z", to w co najmniej jednej szufladce jest co najmniej k + 1
przedmiotow.

Przyktad: w grupie 100 studentéw na pewno co najmniej 9 urodzito sie w
tym samym miesigcu. Jest 12 miesiecy (szufladki), a studentéw 100. Przy
czym 100 > 8 x 12 4 1.
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Przyktad 1

Udowodnij, ze wsréd 11 dowolnych liczb naturalnych sa dwie takie liczby,
ktérych réznica jest podzielna przez 10.
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Przyktad 1

Udowodnij, ze wsréd 11 dowolnych liczb naturalnych sa dwie takie liczby,
ktérych réznica jest podzielna przez 10.

Dowdd:

Reszt z dzielenia przez 10 jest 10. Skoro mamy 11 liczba, to zgodnie z
zasada szufladkowa co najmniej dwie z nich beda miaty te sama reszte z
dzielenia przez 10 (mozlwe reszty to szufladki, liczby to przedmioty, ktére
do nich wkfadamy). Skoro maja te samg reszte z dzielenia przez 10, to ich
réznica bedzie miata reszte z dzielenia przez 10 réwna 0, a wiec bedzie
podzielna przez 10. To konczy dowdd.
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Przyktad 2

Wybieramy k + 1 liczb sposrdéd 1,2, 3, ..., 2k. Wykaz, ze wsréd wybranych
liczb beda dwie kolejne.
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Przyktad 2

Wybieramy k + 1 liczb sposrdéd 1,2, 3, ..., 2k. Wykaz, ze wsréd wybranych
liczb beda dwie kolejne.

Dowdéd:

Ustalamy szufladki: {1,2},{3,4},{5,6},...{2k — 1,2k}. Sktadaja si¢ one z
dwoch kolejnych liczb. Tych szufladek jest k. Mamy k + 1 liczb, a wiec
(zgodnie z zasada szufladkowa) w ktérejs szufladce musza by¢ dwie liczby
- beda to nasze dwie kolejne liczby. To konczy dowdd.
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Number systems

@ Number systems

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 29 / 40



Number systems

Zamiana systemoéw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =
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Number systems

Zamiana systemoéw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017

30 / 40



Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
e 1100110, =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x254+0x24+0x234+1x2%4+1x2140x2° = 10219
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:
® 4435 =4 x 52 + 4 x 51 +3 x 5% =100 4+ 20 + 3 = 12319
@ 11001105 = 1x204+1x254+0x24+0x234+1x2%4+1x2140x2° = 10219
o AlDig =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:
® 4435 =4 x 52 + 4 x 51 +3 x 5% =100 4+ 20 + 3 = 12319
@ 11001105 = 1x204+1x254+0x24+0x234+1x2%4+1x2140x2° = 10219
@ AlDjg =10 x 162 + 1 x 16 4+ 13 x 16° = 25899
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

® 4435 =4 x 52 + 4 x 51 +3 x 5% =100 4+ 20 + 3 = 12319
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

@ 99y =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

® 4435 =4 x 52 + 4 x 51 +3 x 5% =100 4+ 20 + 3 = 12319
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

@ 99590 = 3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 59 = 3444
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:
® 4435 =4 x 52 +4 x 51 43 x 59 = 100 4 20 4 3 = 1231
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,
Zamien na system 5-tkowy:
© 9919 =3 x 52 +4 x 5! 4+ 4 x 50 = 3445
e 100010 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:
® 4435 =4 x 52 +4 x 51 43 x 59 = 100 4 20 4 3 = 1231
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,
Zamien na system 5-tkowy:
© 9919 =3 x 52 +4 x 5! 4+ 4 x 50 = 3445
@ 100010 =1 x 5% +3 x 534+ 0 x 52+ 0 x 5! + 0 x 5% = 130005
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

© 9919 =3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 50 = 3445

@ 100010 = 1 x 5% +3 x 53 +0 x 52+ 0 x 5! + 0 x 5° = 130005
Zamien na system 12-tkowy:

@ 20019 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

@ 99590 = 3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 59 = 3444
@ 100010 =1 x5*+3 x5 4+0x5240 x5!+ 0 x5%= 130005

Zamien na system 12-tkowy:

@ 20010 = 1 x 122 + 4 x 121 4+ 8 x 129 = 1485
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:
@ 99590 = 3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 59 = 3444
@ 100010 =1 x5*+3 x5 4+0x5240 x5!+ 0 x5%= 130005

Zamien na system 12-tkowy:

@ 20010 = 1 x 122 + 4 x 121 4+ 8 x 129 = 1485
@ 157319 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

© 9919 =3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 50 = 3445

@ 100010 = 1 x 5% +3 x 53 +0 x 52+ 0 x 5! + 0 x 5° = 130005
Zamien na system 12-tkowy:

@ 20010 = 1 x 122 + 4 x 121 4+ 8 x 129 = 1485
@ 15731 =10 x 122 + 11 x 121 +1 x 129 = AB11»
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

Zapisz w systemie 10-tkowym:

@ 4435 =4 x 52+ 4 x 51 +3 x 50 = 100 4 20 + 3 = 1239
@ 11001105 = 1x204+1x2°4+0x2*4+0x23+1x224+1x214+0x2% = 10249
o AlDjg =10 x 162 + 1 x 16" + 13 x 16° = 2589,

Zamien na system 5-tkowy:

© 9919 =3 x 52+ 4 x 51 + 4 x 50 = 3445

@ 100010 = 1 x 5% +3 x 53 +0 x 52+ 0 x 5! + 0 x 5° = 130005
Zamien na system 12-tkowy:

@ 20010 = 1 x 122 + 4 x 121 4+ 8 x 129 = 1485
@ 15731 =10 x 122 + 11 x 121 +1 x 129 = AB11»
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
o ADEFEs =

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 31/ 40



Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
o ADEE = 4452619 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po

drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po

drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 = 234419 =
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 = 234419 = 92846
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po

drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 = 234419 = 92846
4 2AA12 ==
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Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po

drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 = 234419 = 92846
o 2AA» = 41819 =

Tomasz Lechowski Nazaret prelB

30 grudnia 2017

31/ 40



Number systems

Zamiana systeméw liczbowych

By zamieni¢ liczby miedzy systemami réznymi od 10-tkowego warto po
drodze przej$¢ przez 10-tkowy.

Zamien na system 8-kowy:
@ 42335 = 56819 = 1070g
(] ADEE16 = 4452610 = 1267568

Zamien na system 16-kowy:

@ 65567 = 234419 = 92846
4 2AA12 == 41810 == 1A216
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, =
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
4 57A16 + CA216 =
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
4 57A16 + CA216 == 121C16

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017

32 /40



Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
@ 57A16 + CA2:6 = 121G
o AlAljpx + B2B2y, =
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
@ 57A16 + CA2:6 = 121G
o AlAlip + B2B2y, = 1949345
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
@ 57A16 + CA2:6 = 121G
o AlAlip + B2B2y, = 1949345
e 120007 — 3434; =
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
@ 57A16 + CA2:6 = 121G
o AlAlip + B2B2y, = 1949345
@ 120007 — 34347 = 52337
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:

e 1010110, + 101011, = 100000015
57A16 + CA216 = 121Cy6
AlAlyp + B2B21, = 1949315
120007 — 34347 = 52337
402016 — A3216 =
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:

e 1010110, + 101011, = 100000015
57A16 + CA216 = 121Cy6
AlAlyp + B2B21, = 1949315
120007 — 34347 = 52337
402016 — A3216 = 35EE16
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:

e 1010110, + 101011, = 100000015
57A16 + CA216 = 121Cy6
AlAlyp + B2B21, = 1949315
120007 — 34347 = 52337
402016 — A3216 = 35EE16
23415 x 3225 =

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017

32 /40



Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:

e 1010110, + 101011, = 100000015
57A16 + CA216 = 121Cy6
AlAlyp + B2B21, = 1949315
120007 — 34347 = 52337
402016 — A3216 = 35EE16
23415 x 3225 = 14304025
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
57A16 + CA216 = 121Cy6
AlAlyp + B2B21, = 1949315
120007 — 34347 = 52337
402016 — A3216 = 35EE16
23415 x 3225 = 14304025
BA215 x 2315
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Arytmetyka w innych systemach

Wykonaj dziatania:
e 1010110, + 101011, = 100000015
@ 57A16 + CA2:6 = 121G

AlAly + B2B215, = 19493;,

120007 — 34347 = 52337

402016 — A3216 = 35EE16

23415 x 3225 = 14304025

BA215 x 2315 = 227A61>
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Modular arithmetic

© Modular arithmetic
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Reszty

0250

Znajdz reszte z dzielenia 25 przez 13.
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Reszty

Znajdz reszte z dzielenia 2502%° przez 13.

Szukamy rozwiazania 250%°° = x mod 13, gdzie 0 < x < 13.
250 =3 mod 13, mamy wiec:

250%2%0 = 3250 mod 13
= (3%)®¥ x3 mod 13
=278 %3 mod 13

=1x3 mod 13
=3 mod 13
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Réwnania - przyktad 1

Rozwiaz uktad réwnan:

x=2 modbH
x=3 mod7

oraz znajdz rozwigzanie tego uktadu spetniajace warunek 80 < x < 100.
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 1 rozwigzanie

x =2 mod 5 oznacza, ze x = bk + 2, gdzie k € Z.
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 1 rozwigzanie

x =2 mod 5 oznacza, ze x = 5k + 2, gdzie k € Z. Podstawiamy do
drugiegu réwnania:
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 1 rozwigzanie

x =2 mod 5 oznacza, ze x = 5k + 2, gdzie k € Z. Podstawiamy do
drugiegu réwnania:

bk+2=3 mod7

bk=1 mod?7
15k =3 mod 7
k=3 mod7
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 1 rozwigzanie

x =2 mod 5 oznacza, ze x = 5k + 2, gdzie k € Z. Podstawiamy do
drugiegu réwnania:

bk+2=3 mod7

bk=1 mod?7
15k =3 mod 7
k=3 mod7

Czyli k =7m + 3, gdzie m € Z. Otrzymujemy:

x=5(Tm+3)+2=35m+ 17
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 1 rozwigzanie

x =2 mod 5 oznacza, ze x = 5k + 2, gdzie k € Z. Podstawiamy do
drugiegu réwnania:

bk+2=3 mod7

bk=1 mod?7
15k =3 mod 7
k=3 mod7

Czyli k =7m + 3, gdzie m € Z. Otrzymujemy:

x=5(Tm+3)+2=35m+ 17

Rozwigzanie spetniajace warunek 80 < x < 100, to x = 87 (dla m = 2).
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Réwnania - przyktad 2

Rozwigz uktad réwnan:

2x =7 mod 11
3x=5 mod7

oraz znajdz rozwigzania tego uktadu spetniajace warunek 200 < x < 300.
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:

2x =7 mod 11
12x =42 mod 11
x=9 mod11l
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Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:
2x =7 mod 11
12x =42 mod 11
x=9 mod 11
Otrzymujemy x = 11k + 9, gdzie k € Z.
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Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:
2x =7 mod 11
12x =42 mod 11
x=9 mod1l

Otrzymujemy x = 11k + 9, gdzie k € Z. Podstawiamy do drugiego
réwnania i otrzymujemy:
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:

2x =7 mod 11
12x =42 mod 11
x=9 mod 11
Otrzymujemy x = 11k + 9, gdzie k € Z. Podstawiamy do drugiego
réwnania i otrzymujemy:
3(11k+9)=5 mod 7
33k4+27=5 mod7
5k+6=5 mod7

5k=6 mod7
15k =18 mod 7
k=4 mod7
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie:

2x =7 mod 11
12x =42 mod 11
x=9 mod 11
Otrzymujemy x = 11k + 9, gdzie k € Z. Podstawiamy do drugiego
réwnania i otrzymujemy:
3(11k+9)=5 mod 7
33k4+27=5 mod7
5k+6=5 mod7

5k=6 mod7
15k =18 mod 7
k=4 mod7

Czyli k =7Tm + 4, gdzie m € Z.
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Mamy wiec:
x=11(Tm+4)+9=77m+ 53
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Modular arithmetic

Réwnania - przyktad 2 rozwigzanie

Mamy wiec:
x=11(Tm+4)+9=77m+ 53

Rozwiazania, ktére spetniaja warunek 100 < x < 200 to x = 207 (dla
m = 2) oraz x = 284 (dla m = 3).
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Test

Na tedcie bedzie 5 zadanh. Jedno zadanie wprowadzajace z dziatu basic
proofs. Nie bedzie ono punktowane. Trzeba bedzie je dobrze zrobié, by
zaliczy¢ test. Pozostate 4 zadania bede z 4 pozostatych dziatéw. Kazde po
5 punktoéw. Test jest zaliczony od 15 punktéw.
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