Uktady réwnan

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 1/27



Na wejsciéwke trzeba umie¢ rozwiazaé uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi,
korzystajac z omodwianej metody.
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Zobaczymy jak, w sposéb systematyczny, rozwigzywaé uktady réwnan.
Metoda przedstawiona na tej prezentacji jest szczegdlnie pomocna do
rozwigzywania uktadéw réwnan z parametrem. Tym jednak zajmiemy sie
juz na zajeciach.
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-
Przyktad 1

Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan:

2x + 4y = -2
3x+y=7
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-
Przyktad 1

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

2 4|2
3 1|7
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-
Przyktad 1

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

2 4| -2
3 1|7
W pierwszej kolumnie s3 wspétczynniki przy pierwszej niewiadomej (x), w

drugiej kolumnie przy drugiej (y), w trzeciej kolumnie (oddzielonej
pionowa linig) sa state (wystepujace po prawej stronie réwnania).
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-
Przyktad 1

Na macierzy reprezentujacej uktad réwnan mozemy wykonywac
nastepujace operacje:

@ mnozenie badz dzielenie jednego z wierszy,

@ dodanie lub odjecie jednego z wierszy od innego,

® zamiana wierszy.
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Przyktad 1

Na macierzy reprezentujacej uktad réwnan mozemy wykonywac
nastepujace operacje:

@ mnozenie badz dzielenie jednego z wierszy,

@ dodanie lub odjecie jednego z wierszy od innego,

® zamiana wierszy.

Naszym celem jest uzyskanie macierzy, w ktérej na przekatnej wystepuja
jedynki, a pod przekatna O:

1 ...

0 1 ..
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-
Przyktad 1

2 4| -2 1 2]-1 1 2 |-1 1 2|1
— — —
3 1,7 3 1,7 0 -5 10 0 1]|-2
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-
Przyktad 1

2 4| -2 1 2]-1 1 2 |-1 1 2|1
— — —
3 1,7 3 1,7 0 -5 10 0 1]|-2

Przeanalizujmy wykonane kroki:
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-
Przyktad 1

2 4| -2 1 2]-1 1 2 |-1 1 2|1
— — —
3 1,7 3 1,7 0 -5 10 0 1]|-2

Przeanalizujmy wykonane kroki:

1. Pierwszy wiersz dzielimy na 2.
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-
Przyktad 1

2 4| -2 1 2]-1 1 2 |-1 1 2|1
— — —
3 1,7 3 1,7 0 -5 10 0 1]|-2

Przeanalizujmy wykonane kroki:
1. Pierwszy wiersz dzielimy na 2.

2. Od drugiego wiersza odejmujemy pierwszy wiersz 3 razy (czyli tak
naprawde wykonaliémy 3 operacje w tym kroku).

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 7/27



-
Przyktad 1

2 4| -2 1 2]-1 1 2 |-1 1 2|1
— — —
3 1,7 3 1,7 0 -5 10 0 1]|-2

Przeanalizujmy wykonane kroki:
1. Pierwszy wiersz dzielimy na 2.

2. Od drugiego wiersza odejmujemy pierwszy wiersz 3 razy (czyli tak
naprawde wykonaliémy 3 operacje w tym kroku).

3. Dzielimy drugi wiersz przez —5.
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-
Przyktad 1

Otrzymalismy macierz:
1 2(-1
0 1]-2

{x+2y:—1

ktéra reprezentuje uktad:

=-2
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-
Przyktad 1

Otrzymalismy macierz:

1 2]-1
0 1|-2

ktéra reprezentuje uktad:

x+2y=-1
y=-2
Teraz mozna odczytal rozwigzania: y = —2 i (obliczajac z pierwszego
réwnania) x = 3.
Nazaret prelB 30 grudnia 2017
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-
Przyktad 1

Oczywiscie omawiany ukfad mozna byto rozwigza¢ jakie$ 40 razy szybciej

innymi metodami, ale warto przeéwiczyé te metode na najprostszych
przyktadach.
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Przyktad 2

Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan:

xX+3y+z=-6
2x—y—z=3
x+y+5z=38
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-
Przyktad 2

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 3 1 |-6
2 -1 —-1| 3
1 1 518
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-
Przyktad 2

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 3 1 |-6
2 -1 —-1| 3
1 1 518

Bedziemy chcieli jg przeksztatci¢ do postaci:

O O =
[«
—
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Przyktad 2
1 3 1 |-6 1 3 1 |-6 1 3 1 |-6
2 -1 -1,3|—-10 -7 -3|15|—|[0 -7 —-3]|15
1 1 51 8 1 1 51 8 0 -2 4 |14

Wykonalismy dwa kroki:

1. Odjeliémy od drugiego wiersza pierwszwy wiersz dwukrotnie.
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Przyktad 2
1 3 1 |-6 1 3 1 |-6 1 3 1 |-6
2 -1 -1,3|—-10 -7 -3|15|—|[0 -7 —-3]|15
1 1 51 8 1 1 51 8 0 -2 4 |14

Wykonalismy dwa kroki:

1. Odjeliémy od drugiego wiersza pierwszwy wiersz dwukrotnie.

2. Odjelismy od trzeciego wiersza pierwszy wiersz.
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-
Przyktad 2

1 3 1 |-6 1 3 1 13

0 -7 =3|15| =01 2|01 -Lb

0 -2 4 |14 01 0 0
Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. Podzielilismy drugi wiersz przez —7, a trzeci przez —2.
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-
Przyktad 2

1 3 1 |-6

13 1|-6 13 1 |-6
0 -7 -3|15|—=fo1 2 |- fo1 2 |-
0 -2 4 |14 01 —2| -7 o0 -¥|-3

Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. Podzielilismy drugi wiersz przez —7, a trzeci przez —2.

2. OdjeliSmy od trzeciego wiersza drugi wiersz.
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-
Przyktad 2

Wystarczy juz tylko podzieli¢ trzeci wiersz przez 2:

13 1 |-6 1 3 1] -6
01 3 |-Ll-]jo1 3-8
00 —¥|-3 00 1] 2
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-
Przyktad 2

Wystarczy juz tylko podzieli¢ trzeci wiersz przez 2:

13 1 |-6 1 3 1] -6
01 3 |-Ll-]jo1 3-8
00 —¥|-3 00 1] 2

Otrzymujemy nastepujacy uktad:

X+3y+z=-6
y+yz=-%

z=2
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-
Przyktad 2

Wystarczy juz tylko podzieli¢ trzeci wiersz przez 2:

13 1 |-6 13 1| -6

3 1 3] _1
01 2 |-L1-fo1 22
00 —¥|-3 00 1] 2

Otrzymujemy nastepujacy uktad:

X+3y+z=-6
y+yz=-%

z=2

Teraz tatwo odczytujemy, ze z = 2, obliczamy z drugiego réwnania, ze
y = —3 i na koncu obliczamy z pierwszego réwnania, ze x = 1.
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-
Przyktad 3

Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan:

2x+y—z=9
x—y+dz=-2
xX+y=26
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-
Przyktad 3

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

2 1 -1]9
3 -1 4 |-2
1 1 016
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-
Przyktad 3

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

2 1 -1]9
3 -1 4 |-2
1 1 016

Naszym celem zndw jest nastepujaca macierz:

O O =
[«
—
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Przyktad 3
2 1 —-1]9 1 1 0| 6 1 1 0 6
3 -1 4|-2|—-1|3 -1 4 |-2|—1]0 —4 4 |-20
1 1 0| 6 2 1 -1|9 0 -1 —-1| -3

Wykonali$my dwa kroki:

1. ZamieniliSmy miejscami pierwszy i trzeci wiersz.

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 17 / 27



Przyktad 3
2 1 —-1]9 1 1 0| 6 1 1 0 6
3 -1 4|-2|—-1|3 -1 4 |-2|—1]0 —4 4 |-20
1 1 0| 6 2 1 -1|9 0 -1 —-1| -3

Wykonali$my dwa kroki:

1. ZamieniliSmy miejscami pierwszy i trzeci wiersz.

2. Odjelismy od drugiego wiersza pierwszy wiersz trzy razy, a od
trzeciego pierwszy dwa razy.
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-
Przyktad 3

1 1 0 6 11 016 11 0|6
0O 4 4|-20—|0 1 -1|5]—=1]0 1 —-1|5
0 -1 -1} -3 01 1|3 00 2 |-2

Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. Podzielilismy drugi wiersz przez —4, a trzeci przez —1.
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-
Przyktad 3

1 1 0 6 11 016 11 0|6
0O 4 4|-20—|0 1 -1|5]—=1]0 1 —-1|5
0 -1 -1} -3 01 1|3 00 2 |-2

Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. Podzielilismy drugi wiersz przez —4, a trzeci przez —1.

2. OdjeliSmy od trzeciego wiersza drugi wiersz.
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-
Przyktad 3

Dzielimy trzeci wiersz przez 2:

11 0] 6 11 0] 6
01 -1|5|—=|01 —-1|5
00 2 -2 00 1 |-1
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-
Przyktad 3

Dzielimy trzeci wiersz przez 2:

Otrzymujemy nastepujacy uktad:

xX+y=256
y—z=5
z=-1

19 / 27
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-
Przyktad 3

Dzielimy trzeci wiersz przez 2:

11 0] 6 11 016
01 -1|5|—=|01 1|5
00 2|2 00 1 |-1
Otrzymujemy nastepujacy uktad:
X+y=6
y—z=5
z=-1
Odczytujemy, ze z = —1, obliczamy z drugiego réwnania y = 4 i

obliczamy z pierwszego réwnania x = 2.
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Przyktad 4

Rozwiaz nastepujacy uktad réwnan:

3x+2y+z=-1
X+z=4
4x 42y —z=—18
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-
Przyktad 4

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:
32 1| -1
1 0 1 4
4 2 —-1|-18
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-
Przyktad 4

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:
32 1| -1
1 0 1 4
4 2 —-1|-18

Naszym celem zndw jest nastepujaca macierz:

O O =
[«
—

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 30 grudnia 2017 21 /27



Przyktad 4
32 1| -1 1 0 1 4 1 0 1 4
1 0 1 4 -3 2 1| -1|—1]0 2 —-2|-13
4 2 —-1|-18 4 2 —-1|-18 0 2 -5|-30

Wykonali$my dwa kroki:

1. ZamieniliSmy miejscami pierwszy i drugi wiersz.
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Przyktad 4
32 1| -1 1 0 1 4 1 0 1 4
1 0 1 4 -3 2 1| -1|—1]0 2 —-2|-13
4 2 —-1|-18 4 2 —-1|-18 0 2 -5|-30

Wykonali$my dwa kroki:
1. ZamieniliSmy miejscami pierwszy i drugi wiersz.

2. Odjelismy od drugiego wiersza pierwszy wiersz trzy razy, a od
trzeciego pierwszy cztery razy.
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Przyktad 4
1 0 1 4 10 1 4 10 1 4
62 -1{-3y—-101 -1 |-65]—1]0 1 -1 | —65
0 2 -5|-34 01 -25| —-17 0 0 —-15|-105

Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. PodzieliliSmy drugi i trzeci wiersz przez 2.
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Przyktad 4
1 0 1 4 10 1 4 10 1 4
62 -1{-3y—-101 -1 |-65]—1]0 1 -1 | —65
0 2 -5|-34 01 -25| —-17 0 0 —-15|-105

Wykonalismy kolejne dwa kroki:

1. PodzieliliSmy drugi i trzeci wiersz przez 2.

2. Odjelismy od trzeciego wiersza drugi wiersz.
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-
Przyktad 4

Dzielimy trzeci wiersz przez —1.5:

10 1 4 1 0 1 4
01 -1|-65]—-1]01 —-1|-65
0 0 —-15|-105 0 0 1 7
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-
Przyktad 4

Dzielimy trzeci wiersz przez —1.5:

10 1 4 1 0 1 4
01 -1|-65]—-1]01 —-1|-65
0 0 —-15|-105 0 0 1 7

Otrzymujemy nastepujacy uktad:

x+z=4
y—z=-65
z=17
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-
Przyktad 4

Dzielimy trzeci wiersz przez —1.5:

10 1 4 1 0 1 4
01 -1|-65]—-1]01 —-1|-65
0 0 —-15|-105 0 0 1 7

Otrzymujemy nastepujacy uktad:

X+z=4
y—z=-65
z=17

Odczytujemy, ze z = 7, obliczamy z drugiego réwnania y = 0.5 i
obliczamy z pierwszego réwnania x = —3.
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Podsumowanie

Metoda ta moze wydawac sie czasochtonna, ale bedzie bardzo utatwiata
rozwigzywanie uktadéw réwnan z parametrem. Trzeba uwazaé na:
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Podsumowanie

Metoda ta moze wydawac sie czasochtonna, ale bedzie bardzo utatwiata
rozwigzywanie uktadéw réwnan z parametrem. Trzeba uwazaé na:

@ Znaki. W réwnaniu x — y 4+ z = 3 wspoétczynnik przy y to —1, a nie 1.
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Podsumowanie

Metoda ta moze wydawac sie czasochtonna, ale bedzie bardzo utatwiata
rozwigzywanie uktadéw réwnan z parametrem. Trzeba uwazaé na:

@ Znaki. W réwnaniu x — y 4+ z = 3 wspoétczynnik przy y to —1, a nie 1.

o Cate wiersze. Wszystkie operacje, ktére wykonujemy stosuja sie do
catych wierszy. Nie mozemy pomnozy¢ wybranej komorki.
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Podsumowanie

Metoda ta moze wydawac sie czasochtonna, ale bedzie bardzo utatwiata
rozwigzywanie uktadéw réwnan z parametrem. Trzeba uwazaé na:

@ Znaki. W réwnaniu x — y 4+ z = 3 wspoétczynnik przy y to —1, a nie 1.

o Cate wiersze. Wszystkie operacje, ktére wykonujemy stosuja sie do
catych wierszy. Nie mozemy pomnozy¢ wybranej komorki.

@ Zapis. Przeksztatcenia macierzy zapisujemy w jednym ciggu i
opisujemy wykonane operacje.
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Podsumowanie

Metoda ta moze wydawac sie czasochtonna, ale bedzie bardzo utatwiata
rozwigzywanie uktadéw réwnan z parametrem. Trzeba uwazaé na:

@ Znaki. W réwnaniu x — y 4+ z = 3 wspoétczynnik przy y to —1, a nie 1.

o Cate wiersze. Wszystkie operacje, ktére wykonujemy stosuja sie do
catych wierszy. Nie mozemy pomnozy¢ wybranej komorki.

@ Zapis. Przeksztatcenia macierzy zapisujemy w jednym ciggu i
opisujemy wykonane operacje. W jednym kroku mozna wykonaé
wiecej niz jedna operacje, ale trzeba uwazaé, zeby sie nie pogubic.
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Na wejSciéwke trzeba umie¢ rozwigzaé uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi
powyzsza metoda. Prosze ja dobrze poéwiczyé samemu wymyslajac sobie
réwnania.
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Na wejSciéwke trzeba umie¢ rozwigzaé uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi
powyzsza metoda. Prosze ja dobrze poéwiczyé samemu wymyslajac sobie
réwnania.

Jak samemu stworzy¢ przyktady?
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Na wejSciéwke trzeba umie¢ rozwigzaé uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi
powyzsza metoda. Prosze ja dobrze poéwiczyé samemu wymyslajac sobie
réwnania.

Jak samemu stworzy¢ przyktady?

Zaczynamy od odpowiedzi np. x =1, y =5, z = —3 i tworzymy trzy
uktady np.

X4+2y+z=..

2X+y—z=..

4x —y +bz= ..
Oczywiscie w miejsce ... wpisujemy to, co powinno wyjs¢ (wiemy, co
powinno wyj$¢, bo znamy odpowiedzi). Teraz zapominamy o odpowiedzi i
rozwigzujemy.
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Na wejSciéwke trzeba umie¢ rozwigzaé uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi
powyzsza metoda. Prosze ja dobrze poéwiczyé samemu wymyslajac sobie
réwnania.

Jak samemu stworzy¢ przyktady?

Zaczynamy od odpowiedzi np. x =1, y =5, z = —3 i tworzymy trzy
uktady np.

X4+2y+z=..

2X+y—z=..

4x —y +bz= ..
Oczywiscie w miejsce ... wpisujemy to, co powinno wyjs¢ (wiemy, co
powinno wyj$¢, bo znamy odpowiedzi). Teraz zapominamy o odpowiedzi i

rozwigzujemy. Oczekuje, ze we wtorek bedziecie dosy¢ sprawnie
rozwigzywaty podobne przyktady.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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