Prezentacja powtorzeniowa z funkgji
kwadratowych
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Ta prezentacja ma na celu pomoc w przygotowaniu do sprawdzianu
semestralnego. Przed przystapieniem do rozwiazywania zadan, ktére tu sie
pojawia warto:
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Ta prezentacja ma na celu pomoc w przygotowaniu do sprawdzianu
semestralnego. Przed przystapieniem do rozwiazywania zadan, ktére tu sie
pojawia warto:

@ przerobi¢ wszystkie zadania ze zbioru z danego dziatu,

@ przeanalizowaé przyktady z podrecznika oraz zrobi¢ zadania z czesci
"sprawdz, czy rozumiesz”.

@ przejrzel raz jeszcze prezentacje z omawianych tematow.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 2 /63



Prezentacja ma prosta strukture. Na jednym slajdzie zadania, na kolejnym
odpowiedz, na kolejnym cate rozwigzanie (wyswietlane krok po kroku).
Warto najpierw sprébowaé zrobi¢ zadanie samemu, pézniej sprawdzié
odpowiedz, a jedli sie nie zgadza, to przeanalizowaé rozwigzanie.
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Prezentacja ma prosta strukture. Na jednym slajdzie zadania, na kolejnym
odpowiedz, na kolejnym cate rozwigzanie (wyswietlane krok po kroku).
Warto najpierw sprébowaé zrobi¢ zadanie samemu, pézniej sprawdzié
odpowiedz, a jedli sie nie zgadza, to przeanalizowaé rozwigzanie. Niektére
zadania to dowody - tam oczywiscie nie ma odpowiedzi, jest tylko zadanie
+ na kolejnym slajdzie dowdd.
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N
Zadanie 1

Suma dtugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego wynosi m.
Wykaz, ze wérdd takich tréjkatéw najwieksze pole ma trojkat
réwnoramienny.

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Zadanie 1 - rozwigzanie

Niech x, y to dtugosci przyprostokatnych. Chcemy pokaza¢, ze x =y = 7.
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Zadanie 1 - rozwigzanie

Niech x, y to dtugosci przyprostokatnych. Chcemy pokaza¢, ze x =y = 7.
Maksymalizujemy pole P = %, przy ograniczeniu x +y = m.
xy  x(m—x) 1, m
P = ————— = — — R
2 2 2 T X
Mamy funkcje kwadratowa. a = —% < 0, czyli funkcja ta ma maksimum
dla x,, = 5—5 = 7.
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Zadanie 1 - rozwigzanie

Niech x, y to dtugosci przyprostokatnych. Chcemy pokazaé, ze x =y = 2

Maksymalizujemy pole P = %, przy ograniczeniu x +y = m.

xy  x(m—x) 1,
P = ————— = — — R
2 2 e 2X
Mamy funkcje kwadratowq a= —l < 0, czyli funkcja ta ma maksimum

dla x,, = 5—5 = 7. Czyli maksymalne pole jest dla x = 7, wtedy
oczywiscie y = 7 i

i mamy tréjkat rdbwnoramienny. To kor‘nczy dowdd.
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N
Zadanie 2

Dane s3 punkty A= (—1,5) i B =(—4,1). Na prostej o rébwnaniu
y = 2x + 4 znajdz punkt P, dla ktérego suma |AP|? + |BP|? jest
najmniejsza.
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Zadanie 2 - odpowiedz

]
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Zadanie 2 - rozwiazanie

Wspétrzedne punktu P(x,y). Chcemy minimalizowaé |AP|? + |BP|? przy
ograniczeniu y = 2x + 4 (gdyz punkt P musi leze¢ na danej prostej).
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Wspétrzedne punktu P(x,y). Chcemy minimalizowaé |AP|? + |BP|? przy
ograniczeniu y = 2x + 4 (gdyz punkt P musi leze¢ na danej prostej).

AP = (x +1)2+ (y —5)2 = (x + 1)2 + (2x — 1)2 = 5x2 — 2x + 2

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 8 /63
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Zadanie 2 - rozwiazanie

Wspétrzedne punktu P(x,y). Chcemy minimalizowaé |AP|? + |BP|? przy
ograniczeniu y = 2x + 4 (gdyz punkt P musi leze¢ na danej prostej).

AP = (x + 12+ (y —5)2 = (x+ 12+ (2x — 1)2 =5x2 — 2x + 2

IBP? = (x +4)? + (y — 1)? = (x + 5)® + (2x + 3)® = 5x® + 20x + 25

|AP|? + |BP|?> = 10x® + 18x + 27
Mamy funkcje kwadratowa a = 10 > 0, czyli minimum tej funkgji jest dla

_—b_ 9
Xw = 5 = ~10°
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Zadanie 2 - rozwiazanie

Wspétrzedne punktu P(x,y). Chcemy minimalizowaé |AP|? + |BP|? przy
ograniczeniu y = 2x + 4 (gdyz punkt P musi leze¢ na danej prostej).

AP = (x + 12+ (y =52 = (x + 1)> + (2x — 1)> = 5x2 — 2x + 2

IBP? = (x +4)? + (y — 1)? = (x + 5)® + (2x + 3)® = 5x® + 20x + 25

|AP|? + |BP|? = 10x? + 18x + 27

Mamy funkcje kwadratowa a = 10 > 0, czyli minimum tej funkgji jest dla

Xy = Ef = . Podstawiajac x do wzoru prostej otrzymujemy

9
—10
y=2-(— )+ 11 . Czyli punkt P ma wspétrzedne (—%,%).
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N
Zadanie 3

Koszt wyprodukowania jednej ksiazki wynosi 12 zt. Przy cenie 20 zt za
jedna ksiazke wielko$¢ sprzedazy wynosi 3000 egzemplarzy rocznie. Kazde
podniesienie ceny o 1 zt powoduje zmniejszenie sprzedazy rocznej o 100
egzemplarzy. Wiedzac, ze x oznacza cene sprzedazy w zt za jeden

egzemplarz, podaj przy jakiej cenie warto$¢ zysku z rocznej sprzedazy
ksiazek bedzie najwieksza.
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Zadanie 3 - odpowiedz
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Zadanie 3 - rozwigzanie

Najtrudniejsza czes$¢ to utozenie odpowiedniego réwnania. Jesli x to cena w
ztotéwkach, to liczba sprzedanych egzemplarzy bedzie 3000 — 100(x — 20).
Czyli 3000 minus 100 za kazda ztotéwke ponad 20zt (stad x — 20).
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Zadanie 3 - rozwigzanie

Najtrudniejsza czes$¢ to utozenie odpowiedniego réwnania. Jesli x to cena w
ztotéwkach, to liczba sprzedanych egzemplarzy bedzie 3000 — 100(x — 20).
Czyli 3000 minus 100 za kazda ztotéwke ponad 20zt (stad x — 20). By
obliczy¢ zysk musimy odjaé liczbe wyprodukowanych egzemplarzy razy 12
(koszt produkucji jednej ksigzki). Otrzymujemy réwnanie:

Z(x) = x(3000 — 100(x — 20)) — 12(3000 — 100(x — 20))

Mogliby$my wszystko powymnazac i przeanalizowaé funkcje kwadratowg w
postaci ogdlnej, ale szybciej bedzie zamieni¢ na posta¢ iloczynowa:

Z(x) = x(3000—100(x—20))—12(3000—100(x—20)) = (5000—100x)(x—12)
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Zadanie 3 - rozwigzanie

Najtrudniejsza czes$¢ to utozenie odpowiedniego réwnania. Jesli x to cena w
ztotéwkach, to liczba sprzedanych egzemplarzy bedzie 3000 — 100(x — 20).
Czyli 3000 minus 100 za kazda ztotéwke ponad 20zt (stad x — 20). By
obliczy¢ zysk musimy odjaé liczbe wyprodukowanych egzemplarzy razy 12
(koszt produkucji jednej ksigzki). Otrzymujemy réwnanie:

Z(x) = x(3000 — 100(x — 20)) — 12(3000 — 100(x — 20))

Mogliby$my wszystko powymnazac i przeanalizowaé funkcje kwadratowg w
postaci ogdlnej, ale szybciej bedzie zamieni¢ na posta¢ iloczynowa:

Z(x) = x(3000—100(x—20))—12(3000—100(x—20)) = (5000—100x)(x—12)

Pierwiastki tego réwnania to x = 12 i x = 50. Wspotrzedna x wierzchotka
lezy doktadnie po $rodku: x,, = HLSO = 31. Jest to oczywiscie maksimum.
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N
/Zadanie 4

Réwnanie x2 — 11x +4 = 0 ma dwa rozwigzania xj i xp. Oblicz
X2+ x1x0 + X5
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Zadanie 4 - odpowiedz

117
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Zadanie 4 - rozwigzanie

2 2
x| +X1X2 + x5 =
:x12 + 2x1%0 + x22 — X1Xp =

=(xa + X2)2 —X1X2 =

(-2)-1-

=121 -4 =117
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N
/Zadanie 5

Funkcja f(x) = 2x% — (m+ 1)x — (1 — m), gdzie m € R, ma dwa rézne
miejsca zerowe takie, ze ich iloczyn jest rowny wartosci bezwzglednej
réznicy.
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Zadanie 5 - odpowiedz
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Zadanie 5 - rozwigzanie

Warunek pierwszy to istnienie dwoch réznych miejsc zerowych: a # 0 oraz
A > 0. a =2, wiec pierwszy warunek jest spetniony. Drugi warubek:

A= (m+1)48(1—m)
A=m?>+2m+1+8—8m
A=m?>—6m+9

A = (m—3)?

Stad mamy, ze A > 0 dla m # 3.
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Zadanie 5 - rozwigzanie

Warunek pierwszy to istnienie dwoch réznych miejsc zerowych: a # 0 oraz
A > 0. a =2, wiec pierwszy warunek jest spetniony. Drugi warubek:

A= (m+1)48(1—m)
A=m?>+2m+1+8—8m
A=m?>—6m+9

A = (m—3)?

Stad mamy, ze A > 0 dla m # 3.

Kolejny warunek:

X1 Xo = |X1 — X2
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Zadanie 5 - rozwigzanie

X1 Xp = ’Xl —Xz‘

14m |m+1+4/(m=3)2 m+1—,/(m—3)?
2 4 - 4
—1+m m+14+|m—-3 m+1—|m-3]
2 4 - 4
—14+m ||m-3|
2 |2 ’
—14+m=|m-3]
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Zadanie 5 - rozwigzanie

X1 Xp = ’Xl —Xz‘

14m |m+1+4/(m=3)2 m+1—,/(m—3)?
2 4 - 4

—1+m m+14+|m—-3 m+1—|m-3]
2 4 - 4

—1+m |m — 3|
2 | 2 ’

-1+ m=|m-3|

Dla m > 3 mamy —1+4+ m = m — 3, co daje —1 = —3, sprzecznos¢.
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Zadanie 5 - rozwigzanie

X1 Xp = ’Xl —Xz‘

14m |m+1+4/(m=3)2 m+1—,/(m—3)?
2 4 - 4
—14m |m+1+m-3 m+1—|m-3|
2 4 - 4
—14+m ||m-3|
2 |2 ’
—14+m=|m-3]
Dla m > 3 mamy —1+4+ m = m — 3, co daje —1 = —3, sprzecznos¢.
Dla m <3 mamy —1+4+ m = —m+ 3, co daje m = 2 i to jest nasza
odpowiedz.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 18 / 63



N
/Zadanie 6

Liczby x; i x2 s pierwiastkami réwnania x> — mx + m — 1 = 0. Znajdz
liczbe m, dla ktérej wyrazenie x? + x3 ma warto$¢ najmniejsza.
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Zadanie 6 - odpowiedz
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Zadanie 6 - rozwigzanie

Chcemy minimalizowaé x? + x3. Koszytamy ze wzoréw Viete'a:

2., 2 2
x;+ x5 =(x1 4+ x)° —2x1x0 =

=m?—2(m—1) =
=m?>—2m+2
Wspétczynnik przy m? jest dodatni, wyrazenie ma minimalng warto$¢ dla
—=b_1
Mw 2a
Batory 2LO
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N
Zadanie 7

.1 1 . . T
Oblicz — + —5, gdzie x1 i x» to pierwiastki tréjmianu x? — x — 5.
XX
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Zadanie 7 - odpowiedz
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Zadanie 7 - rozwigzanie

1 1 X3 x2 -
e
g
e
C(a+x)? = 2xx0
— g —
12-2.(-5) 11
(52 25
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N
Zadanie 8

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej m i kazdej wartosci rzeczywistej
parametru m prawdziwa jest nieréwnosé:

2x% — 4mx + 10m? > 6x + m — 12
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Zadanie 8 - rozwigzanie

Przenosimy wszystko na jedna strone i porzadkujemy:

2x% — (4m +6)x + 10m* —m +12 > 0
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Zadanie 8 - rozwigzanie

Przenosimy wszystko na jedna strone i porzadkujemy:
2x% — (4m +6)x + 10m* —m +12 > 0

Chcemy pokazaé, ze funkcja, ktérg mamy po lewej stronie nieréwnosci jest
zawsze (dla kazdego x) na osiag OX. Spetnione musza by¢ dwa warunku
a > 0 (ramiona do gory) i A < 0 (funkcja nie przecina osi OX).
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Zadanie 8 - rozwigzanie

Przenosimy wszystko na jedna strone i porzadkujemy:
2x% — (4m +6)x + 10m* —m +12 > 0

Chcemy pokazaé, ze funkcja, ktérg mamy po lewej stronie nieréwnosci jest
zawsze (dla kazdego x) na osiag OX. Spetnione musza by¢ dwa warunku

a > 0 (ramiona do gory) i A < 0 (funkcja nie przecina osi OX). Pierwszy
warunek jest oczywiscie spetniony. Drugi warunek:

A=(4m+6)—4-2-(10m* — m+12)
A = 16m? + 48m + 36 — 80m? + 8m — 96
A = —64m? +56m — 60
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Zadanie 8 - rozwigzanie

A = —64m? +56m — 60

Chcemy, zeby A byta mniejsza od 0. Otrzymaliémy réwnanie kwadratowe.
By ono byto zawsze ujemne musimy zndéw spetni¢ dwa warunki ap < 0
(ramiona do dotu) oraz Ay < 0 (funkcja nie przecina osi OX).

Ay =562 — 4. (—64) (—60) = 3136 — 15360 = —12224 < 0
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Zadanie 8 - rozwigzanie

A = —64m? +56m — 60

Chcemy, zeby A byta mniejsza od 0. Otrzymaliémy réwnanie kwadratowe.
By ono byto zawsze ujemne musimy zndéw spetni¢ dwa warunki ap < 0
(ramiona do dotu) oraz Ay < 0 (funkcja nie przecina osi OX).

Ay =562 — 4 (—64) - (—60) = 3136 — 15360 = —12224 < 0

Czyli A < 0, czyli nasza nieréwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego x i
kazdego m.
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N
Zadanie 9

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie:
x> —2mlx|+ m—1=0

ma dwa rézne rozwiazania.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 28 / 63



Zadanie 9 - odpowiedz

m € (—o0,1)
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Zadanie 9 - rozwigzanie

Korzystamy z faktu, ze x> = |x|? i podstawiamy t = |x|, otrzymujemy
réwanie:
> —2mt+m—1=0

Chcemy, by powyzsze réwnanie miato albo jedno dodatnie rozwigzanie
albo dwa rozwiazania przeciwnych znakdw.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 30/ 63



Zadanie 9 - rozwigzanie

Korzystamy z faktu, ze x> = |x|? i podstawiamy t = |x|, otrzymujemy
réwanie:
> —2mt+m—1=0

Chcemy, by powyzsze réwnanie miato albo jedno dodatnie rozwigzanie
albo dwa rozwiazania przeciwnych znakdw.
Obliczmy A.

A= (-2m)?—4(m—1)=4m> —4m + 4

Widzimy, ze ap = 4 > 0 oraz Ay = —48 < 0, czyli A jest zawsze dodatnia.
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Zadanie 9 - rozwigzanie

A jest zawsze dodatnia, wiec beda dwa rozwiazania. Chcemy, by byty
przeciwnych znakéw, czyli x; - xo < 0.

x1-x0 <0
€ <o
a

m—1<0
m<1
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Zadanie 9 - rozwigzanie

A jest zawsze dodatnia, wiec beda dwa rozwiazania. Chcemy, by byty
przeciwnych znakéw, czyli x; - xo < 0.

x1-x0 <0
€ <o
a

m—1<0
m<1

Ostatecznie otrzymujemy, ze nasze pomochnicze réwnanie zawsze ma dwa
rozwigzania, a s3 to rozwiazania przeciwnych znakéw dla m < 1, czyli
oryginalne réwnanie ma dwa rozwiazania dla m € (—o0, 1).
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N
Zadanie 10

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
2mx* 4+ (m—1)x+2=0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste, ktérych suma wynosi 1.
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|
Zadanie 10 - odpowiedz
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Zadanie 10 - rozwigzanie

Dwa rézne pierwiastki, czyli a # 0 oraz A > 0. Suma pierwiastkdéw wynosi
1, czyli =2 = 1.
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Zadanie 10 - rozwigzanie

Dwa rézne pierwiastki, czyli a # 0 oraz A > 0. Suma pierwiastkdéw wynosi
1, czyli =2 = 1.
Zacznijmy od drugiego warunku, gdyz jest znacznie prostszy:

—b
71
a
1—m_
2m
1-m=2m
1
m=—
3

Tomasz Lechowski Batory 2LO 28 stycznia 2018 34 /63



Zadanie 10 - rozwigzanie

Jesli m = § toa= 3 #0, to sie zgadza. Natomiast

A=(- ) —4. 2 2=-3%<0.Czylidlam= % réwnanie nie ma dwdch
pierwiastkow rzeczyW|stych.

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Zadanie 10 - rozwigzanie

Jesli m = % toa= 3 #0, to sie zgadza. Natomiast

A=(- )2 4. 2 2=-3%<0.Czylidlam= % réwnanie nie ma dwdch
pierwiastkow rzeczyW|stych. Whiosek: nie ma takiego m, ktére
spetaniatoby warunki zadania.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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