Uktady réwnan
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Na wejscidwke trzeba umieé ustali¢, dla jakich wartosci parametru dany
uktad ma (1) jedno rozwiazanie (2) nieskonczenie wiele rozwiazan (3) zero
rozwigzan.
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-
Przyktad 1

Rozwazmy nastepujacy uktad:

X+2y—z=4
x—y—z=0
3x+3y—3z=38
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-
Przyktad 1

Rozwazmy nastepujacy uktad:

X+2y—z=4
x—y—z=0
3x+3y—3z=38

Sprébujmy go rozwigzaé poznana metoda.
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-
Przyktad 1

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 2 -1\|4
1 -1 -1/0
3 3 -3|8
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Przyktad 1
1 2 -1|4 1 2 -1] 4 1 2 1|4
1—1—10_>0—3o—4—>010§
3 3 -3|8 0 -3 0|4 01 0|3

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 31 grudnia 2017 5/25



Przyktad 1
1 2 -1|4 1 2 -1 4 12 -1|4
1—1—10_>0—30—4—>010§
3 3 3|8 0 -3 0|4 01 0|3
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy i odejmujemy od trzeciego
pierwszy 3 razy.

2. Dzielimy drugi i trzeci wiersz przez —3.
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Przyktad 1
1 2 -1|4 1 2 -1 4 12 -1|4
1—1—10_>0—30—4—>010§
3 3 3|8 0 -3 0|4 01 0|3
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy i odejmujemy od trzeciego
pierwszy 3 razy.

2. Dzielimy drugi i trzeci wiersz przez —3.
Kolejny krok:

1 2 -1]4 1 2 -1]4
01 0% —]01 0|4
01 0|3 00 00

3. Odejmujemy od trzeciego wiersza drugi.
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-
Przyktad 1

OtrzymaliSmy macierz, ktéra reprezentuje nastepujacy uktad:

X+2y—z=4
y=3%
0=0
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-
Przyktad 1

OtrzymaliSmy macierz, ktéra reprezentuje nastepujacy uktad:

X+2y—z=4
y=3%
0=0

. . . 4 . . ;. , . .
Widzimy, ze y = 3, ale x i z moga przyjmowac nieskonczenie wiele
wartosci. Whniosek: uktad ten ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
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Przyktad 2

Rozwazmy kolejny uktad:

X+4y—-3z=5
2x—y+z=1
x—by+4z=2
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-
Przyktad 2

Rozwazmy kolejny uktad:

X+4y—-3z=5
2x—y+z=1
x—by+4z=2

Zndéw rozwigzemy go przy pomocy macierzy.
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Przyktad 2

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 4 -3|5
2 -1 1|1
1 -5 4 |2
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Przyktad 2
1 4 -3|5 1 4 -3|5 1 4 -3]|5
2—111—>0—97—9H01—§1
1 -5 4|2 0 -9 7/|-3 01 —5]3
Nepz1ig il
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Przyktad 2
1 4 -3]5 1 4 -3|5 1 4 —3]|5
2—111—>0—97—9H01—§1
1 -5 4|2 0 -9 7 |-3 01 —-§|3
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy raz.

2. Dzielimy drugi i trzeci wiersz przez —9.
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Przyktad 2
1 4 -3]5 1 4 -3|5 1 4 —3]|5
2—111—>0—97—9H01—§1
1 -5 4|2 0 -9 7 |-3 01 —-§|3
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy raz.

2. Dzielimy drugi i trzeci wiersz przez —9.
Kolejny krok:

1 4 -3|5 1 4 -3]5
01 —=f{|1|—=]01 =51

7|1 2
01 —§|3 00 -2

3. Odejmujemy od trzeciego wiersza drugi.
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Przyktad 2

Otrzymaliémy macierz, ktéra reprezentuje nastepujacy uktad:

X+4y—-3z=5
7

y—gz=1
__2
0=-3
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-
Przyktad 2

Otrzymaliémy macierz, ktéra reprezentuje nastepujacy uktad:

x+4y —-3z=5

y—%z:l
__2

0=-3

Widzimy, ze z powodu trzeciego réwnania jest to ukfad sprzeczny. Nie ma
rozwigzan.
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Teoria

Gdy rozwigzujemy uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi metodg macierzy
mozemy dojs$¢ do nastepujacych sytuacji:
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Teoria

Gdy rozwigzujemy uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi metodg macierzy
mozemy dojs$¢ do nastepujacych sytuacji:

1. Otrzymalidmy macierz: [0 1 ... |...|. W takim przypadku ukfad
0 0 1
ma doktadnie jedno rozwigzanie.
2. Otrzymalidmy macierz: |0 1 ... |..|. W takim przypadku uktad
0 0 0|0

ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
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Teoria

Gdy rozwigzujemy uktad 3 réwnan z 3 niewiadomymi metodg macierzy
mozemy dojs$¢ do nastepujacych sytuacji:

1. Otrzymalidmy macierz: [0 1 ... |...|. W takim przypadku ukfad
0 0 1
ma doktadnie jedno rozwigzanie.
2. Otrzymalidmy macierz: |0 1 ... |..|. W takim przypadku uktad
0 0 0|0
ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
3. Otrzymaliémy macierz: |0 1 ... |..|. Gdzie m# 0. W takim
0 0 0O|lm

przypadku uktad jest sprzeczny - nie ma rozwigzan.
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Teoria

W praktyce, gdy rozwiagzujemy réwnanie z parametrem i dochodzimy do
postaci:

1 ..
o 1 ..
0 0 k

i wiemy, ze k # 0, to mozemy od razu wywnioskowa¢, ze bedzie doktadnie
jedno rozwigzania.
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Teoria

W praktyce, gdy rozwiagzujemy réwnanie z parametrem i dochodzimy do
postaci:

1 ..
o 1 ..
0 0 k

i wiemy, ze k # 0, to mozemy od razu wywnioskowa¢, ze bedzie doktadnie
jedno rozwigzania. Dlaczego?
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Teoria

W praktyce, gdy rozwiagzujemy réwnanie z parametrem i dochodzimy do
postaci:

1 ..
o 1 ..
0 0 k

i wiemy, ze k # 0, to mozemy od razu wywnioskowa¢, ze bedzie doktadnie
jedno rozwigzania. Dlaczego? Gdyz kolejnym krokiem bytoby podzielenie
trzeciego wiersza przez k (a mozemy to zrobié, bo k # 0) i doszlibySmy do

O O =
o o
[
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N
Teoria

W praktyce, gdy rozwiagzujemy réwnanie z parametrem i dochodzimy do
postaci:

1 ..
o 1 ..
0 0 k

i wiemy, ze k # 0, to mozemy od razu wywnioskowa¢, ze bedzie doktadnie
jedno rozwigzania. Dlaczego? Gdyz kolejnym krokiem bytoby podzielenie
trzeciego wiersza przez k (a mozemy to zrobié, bo k # 0) i doszlibySmy do

1 ..
o 1 ..
0 0 1

Jesli wiec zalezy nam tylko na okreéleniu liczby rozwigzah mozna juz ten
ostatni krok pominaé.
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Przyktad 3

Okresl dla jakich wartosci parametru a uktad:

x—2y—z=-1
2x+y+3z=13
x+8y+9z=a

(i) ma doktadnie jedno rozwigzanie, (ii) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan,
(i) nie ma rozwigzan.
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-
Przyktad 3

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 -2 —-1]-1
2 1 3|13
1 8 9 a
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Przyktad 3
1 -2 -1]-1 1 -2 -1
2 1 31131 —1]10 5 5
1 8 9| a 0 10 10

Tomasz Lechowski Nazaret prelB

-1
15
a+1

1
— 10

0

-2
1
1

-1
1
1
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Przyktad 3

1 -2 -1]-1 1 -2 —-1] -1 1 -2 -1 -1
2 1 3|13|—=|0 5 5| 15 [—=f0 1 1|3
1 8 9| a 0 10 10 |a+1 0 1 1|zt
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy raz.

2. Dzielimy drugi wiersz przez 5, a trzeci wiersz przez 10.
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Przyktad 3

1 -2 -1]-1 1 -2 —-1] -1 1 -2 -1 -1
2 1 3|13|—=|0 5 5| 15 [—=f0 1 1|3
1 8 9| a 0 10 10 |a+1 0 1 1|zt
Kroki:

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy raz.

2. Dzielimy drugi wiersz przez 5, a trzeci wiersz przez 10.
Kolejny krok:

1 -2 -1 -1 1 -2 -1 -1

01 1|3 |—=fo 1 1 3
1 1

0 1 1 |% 0 0 0 |-

3. Odejmujemy od trzeciego wiersza drugi.
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Przyktad 3

Widzimy juz, ze nasza macierz w ostatnim rzedzie ma trzy 0, a wiec na
pewno nie bedzie jednego rozwigzania.
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-
Przyktad 3

Widzimy juz, ze nasza macierz w ostatnim rzedzie ma trzy 0, a wiec na

pewno nie bedzie jednego rozwigzania.
1. Jedli il —3=0, czyli a =29, to caty ostatni wiersz to sg 0, a wiec

deZIe nleskoﬁczenie wiele rozwigzan.
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-
Przyktad 3

Widzimy juz, ze nasza macierz w ostatnim rzedzie ma trzy 0, a wiec na
pewno nie bedzie jednego rozwigzania.

1. Jedli il —3=0, czyli a =29, to caty ostatni wiersz to sg 0, a wiec
deZIe nleskoﬁczenie wiele rozwigzan.

2. Jesli natomiast il —3#0, czyli a € R — {3}, to otrzymamy

sprzeczno$¢, a WIQC nie bedzie rozwigzan.
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Przyktad 4

Okresl dla jakich wartosci parametru a uktad:

x+3y+3z=a-1
2X—y+z=T7
3x —5y +az=16

(i) ma doktadnie jedno rozwigzanie, (ii) ma nieskoniczenie wiele rozwiazan,
(i) nie ma rozwigzan.
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Przyktad 4

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 3 3ja-1
2 -1 1 7
3 -5 a| 16
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-
Przyktad 4

1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy trzy razy.

1 3 3|a-1 1 3 3 a—1
2 -1 1 7 — |0 -7 -5 | 9—-2a
3 -5 a| 16 0 —14 a—9|19-3a
2. Dzielimy drugi wiersz przez —7, a trzeci wiersz przez —14.
1 3 3 a—1 1 3 3 |a—-1
0 -7 -5 |9-2a|— (01 2 |22
9-a | 3a-19
0 —14 a—9|19-3a 0 1 2| g
3. Odejmujemy od trzeciego wiersza drugi.
13 3 |a—-1 13 3 |a-1
5 2a—9 5 2a—9
01 Qza 333119 I 71773 733771
01 %7 |57 00 =77 | 17
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Przyktad 4

1. Jesli 7"{;1 # 0, czyli a # —1, to w ostatnim rzedzie przed kreska nie

otrzymamy 0, a wiec bedzie jedno rozwigzanie.
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-
Przyktad 4

1. Jedli =271 £ 0, czyli a # —1, to w ostatnim rzedzie przed kreska nie

14
otrzymamy 0, a wiec bedzie jedno rozwigzanie.
2. Jedli natomiast _if =0, czyli a = —1, to otrzymamy caty rzad O,

gdyz ostatnia komérka réwniez sie zeruje, a wiec bedzie nieskonczenie
wiele rozwigzan.
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Przyktad 5

Okresl dla jakich wartosci parametréw a i b uktad:

x+3y+z=7
2x—y+az=4
2x+2y+z=05>

(i) ma doktadnie jedno rozwigzanie, (ii) ma nieskoficzenie wiele rozwiazan,
(i) nie ma rozwigzan.
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Przyktad 5

Zapisujemy macierz reprezentujaca ten uktad:

1 3 1|7
2 -1 a|4
2 2 11|b

31 grudnia 2017 22 /25

Tomasz Lechowski Nazaret prelB



Przyktad 5
1 3 1|7 1 3 1 7 1 3 1 7
2 -1 al4|—|0 -7 a—2| —-10 | >0 1 22| L0
2 2 1|b 0 -6 -1 |b-—14 0 1 % 7146*”
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Przyktad 5
1 3 1|7 1 3 1 7 1 3 1 7
2 -1 a|4|—=|0 -7 a—2| =10 | = |0 1 222 1
2 2 1|b 0 6 -1 |b—-14 0 1 % 14gb

Kroki:
1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy dwa razy.
2. Dzielimy drugi wiersz przez —7, a trzeci wiersz przez —6.

23 / 25
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Przyktad 5
1 3 1|7 1 3 1 7 1 3 1 7
2 -1 al4|—|0 -7 a—2| —-10 | >0 1 22| L0
2 2 1|b 0 -6 -1 |b-—14 0 1 % 7146*”

Kroki:
1. Odejmujemy od drugiego wiersza pierwszy dwa razy i odejmujemy od
trzeciego pierwszy dwa razy.
2. Dzielimy drugi wiersz przez —7, a trzeci wiersz przez —6.
Kolejny krok:

13 1] 7 13 1 7
o1z v fon m |

1 | 14—b 1 2—a | 14—-bH 10
01 § |75 00 §s-%1% —7

3. Odejmujemy od trzeciego wiersza drugi.
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Przyktad 5

Po odjeciu utamkéw nasza macierz wygtada nastepujaco:

1 3 1 7
2— 10

- 6a7—35 68 7b

00 % Iy
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-
Przyktad 5

Po odjeciu utamkéw nasza macierz wygtada nastepujaco:

1 3 1 7
2— 10

0L 7 | ol

0 0 42 42

1. Jedli a # % to w prawym dolnym rogu przed kreska bedziemy mieli
liczbe rézng od 0, a wiec otrzymamy doktadnie jedno rozwigzanie.

Tomasz Lechowski Nazaret prelB 31 grudnia 2017 24 / 25



-
Przyktad 5

Po odjeciu utamkéw nasza macierz wygtada nastepujaco:

1 3 1 7
2— 10

0L 7 | ol

0 0 42 42

1. Jedli a # % to w prawym dolnym rogu przed kreska bedziemy mieli
liczbe rézng od 0, a wiec otrzymamy doktadnie jedno rozwigzanie.

2. Jedlia= % to mamy 0, jesli ponadto b = 6—78 to caty ostatni wiersz to
0, a wiec mamy nieskonczenie wiele rozwigzan.
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-
Przyktad 5

Po odjeciu utamkéw nasza macierz wygtada nastepujaco:

1 3 1 7
2— 10

- 6a7—1 68 7b

00 *5 Iy

1. Jedli a # % to w prawym dolnym rogu przed kreska bedziemy mieli
liczbe rézng od 0, a wiec otrzymamy doktadnie jedno rozwigzanie.

2. Jedlia= % to mamy 0, jesli ponadto b = 6—78 to caty ostatni wiersz to
0, a wiec mamy nieskonczenie wiele rozwigzan.

3. Jedlia= %, ale b # 67—8 to caty ostatni wiersz poza ostatnig komérka

to 0, co daje nam réwnanie sprzeczne, a wiec brak rozwiazan.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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