Wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw
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Musimy znaé wzory na sinus i cosinus sumy i réznicy katéw.
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Wzory
sin(a 4+ (3) = sinacos 3 + sin Fcos
sin(a — 3) = sin a.cos 3 — sin F cos v
cos(a + f3) = cos axcos 3 — sin asin 3
cos(a — f3) = cos axcos 3 + sin asin 3
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Wzory

sin(a + ) = sin a.cos 3 + sin  cos
sin(a — 3) = sin a.cos 3 — sin F cos v
cos(a + f3) = cos axcos 3 — sin asin 3

cos(a — f3) = cos axcos 3 + sin asin 3

Proste konsekwencje tych wzoréw:

sin(2a) = 2sinacos

cos(2ar) = cos®> a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 —2sina
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Wzory

sin(a + ) = sin a.cos 3 + sin  cos
sin(a — 3) = sin a.cos 3 — sin F cos v
cos(a + f3) = cos axcos 3 — sin asin 3

cos(a — f3) = cos axcos 3 + sin asin 3

Proste konsekwencje tych wzoréw:

sin(2a) = 2sinacos

cos(2ar) = cos®> a —sin®a = 2cos’a — 1 =1 —2sina

Jesli te konsekwencje nie s3 dla Was jednak proste, to prosze mi o tym
powiedzie¢ na lekcji - wyjasnimy.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 21 maja 2018 3/14



Wzory

Udowodnimy jeden ze wspomnianych wzoréw. Pozostate mozna bedzie juz
tatwo wyprowadzi¢ przez odpowiednie podstawienia.
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Wzory

Udowodnimy jeden ze wspomnianych wzoréw. Pozostate mozna bedzie juz
tatwo wyprowadzi¢ przez odpowiednie podstawienia. Udowodnimy:

cos(a + 3) = cosacos 3 — sinasin 3
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Dowdd

Oznaczmy na okregu jednostkowym kat o + S3.
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Dowdd

Oznaczmy na okregu jednostkowym kat o + S3.

a+p

Wtedy cos(a + [3) to wspétrzedna x punktu P, 3. Obliczymy dtugos¢
odcinka PyP, 3.
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Dowdd

Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa:

|P0Pa+g\2 = (1 — cos(a + 8))? + sin*(a + 3)
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Dowdd

Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
|PoPaysl? = (1 — cos(a + 8))2 + sin?(a + 3)

Otrzymujemy:
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Dowdd

Skorzystamy z twierdzenia Pitagorasa:

|P0Pa+g\2 = (1 — cos(a + 8))? + sin*(a + 3)

Otrzymujemy:

|PoPui gl = 1—2cos(a+ ) +cos?(a+B) +sin*(a+F) = 2—2 cos(a+3)
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Dowdd

Obréémy teraz nieco nasz trdjkat:
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Dowdd

Obréémy teraz nieco nasz trdjkat:

Oczywiscie trojkat sie nie zmienit, wiec czerwony odcinek ma te samga
dtugosé, czyli
|PoPo+sl = [P-aPpl
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Dowdd

Obliczmy |P_,Pg?.
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Dowdd

Obliczmy |P_,Pg?.

|P_oPg|? = (cos B — cos(—a))? + (sin(—a) — sin 3)?
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Dowdd

Obliczmy |P_,Pg?.
|P_oPg|? = (cos B — cos(—a))? + (sin(—a) — sin 3)?
Otrzymujemy:

|P_oPg|? =cos? 3 — 2 cos 3 cos(—a) + cos?(—a)+
+sin?(—a) — 2sin(—a) sin §) + sin® § =
=2 — 2cosfFcosa+ 2sin Bsin«
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Dowdd

Otrzymalismy ostatecznie:

2 —2cos(a+ f3) =2 — 2cos fcosa+ 2sin Bsina
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Dowdd

Otrzymalismy ostatecznie:
2 —2cos(a+ f3) =2 — 2cos fcosa+ 2sin Bsina

Czyli:
cos(a + f3) = cos (3 cosa — sin Bsin «
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Podsumowanie

W kilku miejscach tego dowodu zastosowane zostaty dosy¢ szybkie
przejscia. Ambitniejsze osoby prosze, by sprébowaty doktadnie zrozumieé
ten dowdd, a w razie watpliwosci wyjasnimy je na zajeciach.
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/astosowanie

Obliczmy sin 105°.
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/astosowanie

Obliczmy sin 105°.

sin(105°) = sin(45° + 60°) =
=5sin 45° cos 60° + sin 60° cos 45° =

2 T2 2 2
_V2+ V6
4
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/astosowanie

H ™
Obliczmy cos 5.
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/astosowanie

H ™
Obliczmy cos 5.

T T 0w
cos 5 = cos(g - Z) =
T T . T . T
:cosgcosz—i-smgsmzz
1 V2 V3 V2

X T X T

V246
4
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/astosowanie

H ™
Obliczmy cos 5.

T T 0w
cos 5 = cos(g - Z) =
T T . T . T
:cosgcosz—i-smgsmzz
1 V2 V3 V2

X T X T

V246
4

Wynik ten byt do przewidzenia, gdyz:

™
= COS —

i
sm105°—sm§—s ( +12) 1
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Wejsciowka

Na wejscidwke trzeba zna¢ wzory z prezentacji i umiec je zastosowad do
policzenia sinusa badz cosinusa kata, ktéry moze by¢ zapisany jako suma
lub réznica jednego ze znanych nam katow.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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