Asymptoty
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Na prezentacji oméwione zostang przyktady znajdowania asymptot
réznych funkcji.
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Wprowadzenie

Przeanalizujemy trzy funkcje. Najpierw narysujemy je w programie
www.desmos.com/calculator i na wykresie zobaczymy asymptoty. Pdzniej
obliczymy réwnania asymptot algebraicznie.
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Wprowadzenie

Przeanalizujemy trzy funkcje. Najpierw narysujemy je w programie
www.desmos.com/calculator i na wykresie zobaczymy asymptoty. Pdzniej
obliczymy réwnania asymptot algebraicznie.

Najpierw jednak przypomnijmy kiedy mamy do czynienia z asymptotami.
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Asymptota pionowa

Z asymptotg pionowg mamy do czynienia, gdy spetniony jest jeden z
czterech warunkéw:

Xli)r‘g+ f(x) =00
lub
XILn;+ f(x)=—o0
lub
lim f(x) =00
X—a~
lub
lim f(x)=—o0
X—a~
W kazdym z tych przypadkéw fukcja f(x) bedzie miata asymptote pionowa
X = a.
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Asymptota pionowa

W praktyce, poniewaz chcemy, by nasza funkcja dazyta do +o0, gdy x
dazy do a, z asymptota pionowa bedziemy mieli do czynienia, gdy mamy
utamek, w ktérym mianownik jest réwny 0, a licznik jest rézny od O.
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Asymptota pionowa

W praktyce, poniewaz chcemy, by nasza funkcja dazyta do +o0, gdy x
dazy do a, z asymptota pionowa bedziemy mieli do czynienia, gdy mamy
utamek, w ktérym mianownik jest réwny 0, a licznik jest rézny od O.

Prosty przyktad:
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Asymptota pionowa

W praktyce, poniewaz chcemy, by nasza funkcja dazyta do +o0, gdy x
dazy do a, z asymptota pionowa bedziemy mieli do czynienia, gdy mamy
utamek, w ktérym mianownik jest réwny 0, a licznik jest rézny od O.

Prosty przykfad: f(x) = 243,

X—
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Asymptota pionowa

W praktyce, poniewaz chcemy, by nasza funkcja dazyta do +o0, gdy x
dazy do a, z asymptota pionowa bedziemy mieli do czynienia, gdy mamy
utamek, w ktérym mianownik jest réwny 0, a licznik jest rézny od O.

Prosty przyktad: f(x) = % Ta funkcja ma asymptote pionowg x = 1,
gdyz

xlljf+ f(x) =00
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Asymptota pionowa

W praktyce, poniewaz chcemy, by nasza funkcja dazyta do +o0, gdy x
dazy do a, z asymptota pionowa bedziemy mieli do czynienia, gdy mamy
utamek, w ktérym mianownik jest réwny 0, a licznik jest rézny od O.

Prosty przyktad: f(x) = % Ta funkcja ma asymptote pionowg x = 1,
gdyz

xlljf+ f(x) =00

To juz nam wystarcza, by stwierdzié, ze jest asymptota pionowa w x = 1,
ale mozemy jeszcze dodaé, ze mamy jeszcze:

Iinl1_ f(x) =—o0
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-
Asymptota pozioma

Asymptoty poziome i ukosne to proste, do ktérych dazy dana funkcja, gdy
x dazy do nieskonczonosci lub minus nieskonczonosci. Funkcja ma
asymptote pozioma y = a jesli:

Xlirr;o f(x)=a
lub
lim f(x)=a
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Asymptota pozioma

Asymptoty poziome i ukosne to proste, do ktérych dazy dana funkcja, gdy
x dazy do nieskonczonosci lub minus nieskonczonosci. Funkcja ma
asymptote pozioma y = a jesli:

Xlirr;o f(x)=a
lub
lim f(x)=a

Wré6émy do prostego przyktadu:
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Asymptota pozioma

Asymptoty poziome i ukosne to proste, do ktérych dazy dana funkcja, gdy
x dazy do nieskonczonosci lub minus nieskonczonosci. Funkcja ma
asymptote pozioma y = a jesli:

Xlirr;o f(x)=a
lub
lim f(x)=a

Wréémy do prostego przyktadu: f(x) = %

X
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Asymptota pozioma

Asymptoty poziome i ukosne to proste, do ktérych dazy dana funkcja, gdy
x dazy do nieskonczonosci lub minus nieskonczonosci. Funkcja ma
asymptote pozioma y = a jesli:

Xlirr;o f(x)=a
lub
lim f(x)=a

Wréémy do prostego przyktadu: f(x) = % Ta funkcja ma asymptote

pozioma y = 2, gdyz
lim f(x)=2

X—00
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Asymptota pozioma

Asymptoty poziome i ukosne to proste, do ktérych dazy dana funkcja, gdy
x dazy do nieskonczonosci lub minus nieskonczonosci. Funkcja ma
asymptote pozioma y = a jesli:

Xlirr;o f(x)=a
lub
lim f(x)=a

Wréémy do prostego przyktadu: f(x) = % Ta funkcja ma asymptote

pozioma y = 2, gdyz

lim f(x)=2
X—00
Dodajmy, ze mamy réwniez
Xﬂ)rpoo f(x)=2
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Asymptota pozioma

Funkcja moze mie¢ dowolnie wiele asymptot pionowych (np. funkcja
f(x) = X—}Hx + 2x 4+ 3x + 4 ma cztery asymptoty pionowe:
x=—4,x=-3,x=—-2,x=—1), ale moze mie¢ maksymalnie dwie
asymptoty poziome. Przyktadem funkcji, ktéra ma dwie asymptoty

poziome jest funkcja f(x) = Iilfl'
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Asymptota pozioma

Funkcja moze mie¢ dowolnie wiele asymptot pionowych (np. funkcja
f(x) = X—}Hx + 2x 4+ 3x + 4 ma cztery asymptoty pionowe:
x=—4,x=-3,x=—-2,x=—1), ale moze mie¢ maksymalnie dwie
asymptoty poziome. Przyktadem funkcji, ktéra ma dwie asymptoty
poziome jest funkcja f(x) = Iilfl' Ta funkcja ma asymptoty poziome
y =1 (prawa, gdy x — o0) oraz y = —1 (lewa, gdy x — —0).
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Asymptota pozioma

Funkcja moze mie¢ dowolnie wiele asymptot pionowych (np. funkcja
f(x) = X—}Hx + 2x 4+ 3x + 4 ma cztery asymptoty pionowe:
x=—4,x=-3,x=—-2,x=—1), ale moze mie¢ maksymalnie dwie
asymptoty poziome. Przyktadem funkcji, ktéra ma dwie asymptoty
poziome jest funkcja f(x) = Iilfl' Ta funkcja ma asymptoty poziome
y =1 (prawa, gdy x — oc) oraz y = —1 (lewa, gdy x — —0c0). Mamy

bowiem:
lim f(x)=1

X—00

lim f(x)=-1

X——00
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Asymptota pozioma

Funkcja moze mie¢ dowolnie wiele asymptot pionowych (np. funkcja
f(x) = X—}Hx + 2x 4+ 3x + 4 ma cztery asymptoty pionowe:
x=—4,x=-3,x=—-2,x=—1), ale moze mie¢ maksymalnie dwie
asymptoty poziome. Przyktadem funkcji, ktéra ma dwie asymptoty
poziome jest funkcja f(x) = Iilfl' Ta funkcja ma asymptoty poziome

y =1 (prawa, gdy x — oc) oraz y = —1 (lewa, gdy x — —0c0). Mamy

bowiem:
lim f(x)=1

X—00

lim f(x)=-1

X——00

Warto te funkcje narysowaé na www.desmos.com/calculator.
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-
Asymptoty ukosne

Prosta y = ax + b jest asymptota ukos$na funkgji f(x) jesli spetniony jest
co najmniej jeden z ponizszych warunkéw:

lim [f(x) —(ax+b)] =0

X—00

lub
lim [f(x) —(ax+ b)] =0

X——00

Czyli jak x dazy do nieskonczonosci (lub minus nieskofnczonosci) to réznica
wartosci miedzy nasza funkcja a funkcja liniowa ax + b dazy do 0. Czyli
nasza funkcja dazy do funkcji liniowe;.
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-
Asymptoty ukosne

W praktyce asymptot uko$nych bedziemy szukali w dwéch krokach.
Pierwszy krok to znalezienie a:

f
a= lim —(X)
X—00 X

Gdy juz mamy a, to szukamy b:

b= XILmOO[f(x) — ax]

Oczywiscie powinnismy sprawdzi¢ tez asymptote, jak x — —oo (chyba, ze
wida¢, ze znak nie ma zadnego znaczenia w obliczeniach)
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-
Kiedy mamy asymptoty

O asymptotach pionowych juz powiedzieliSmy - mamy je wtedy, gdy
mianownik = 0, licznik # 0.
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-
Kiedy mamy asymptoty

O asymptotach pionowych juz powiedzieliSmy - mamy je wtedy, gdy
mianownik = 0, licznik # 0. Tutaj wazna uwaga: gdy w utamku

otrzymujemy %, to nie mozemy niczego wywnioskowaé, trzeba co$
uprosci¢ lub inaczej policzyé.
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-
Kiedy mamy asymptoty

O asymptotach pionowych juz powiedzieliSmy - mamy je wtedy, gdy
mianownik = 0, licznik # 0. Tutaj wazna uwaga: gdy w utamku
otrzymujemy %, to nie mozemy niczego wywnioskowaé, trzeba co$
uprosci¢ lub inaczej policzyé.

To, czy mamy asymptote pozioma, ukosna, czy zadng z nich mozna tatwo
sprawdzi¢ analizujac potegi x. Musimy ograniczy¢ sie jedynie do najwyzszej
potegi x. Jedli potega x wychodzi 1 to bedziemy mieli asymptote ukos$na.
Jesdli potega jest mniejsza od 0, to mamy asymptote pozioma. W kazdym
innym przypadku nie bedzie asymptoty poziomej/ukosne;.
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-
Kiedy mamy asymptoty

O asymptotach pionowych juz powiedzieliSmy - mamy je wtedy, gdy
mianownik = 0, licznik # 0. Tutaj wazna uwaga: gdy w utamku
otrzymujemy %, to nie mozemy niczego wywnioskowaé, trzeba co$
uprosci¢ lub inaczej policzyé.

To, czy mamy asymptote pozioma, ukosna, czy zadng z nich mozna tatwo
sprawdzi¢ analizujac potegi x. Musimy ograniczy¢ sie jedynie do najwyzszej
potegi x. Jedli potega x wychodzi 1 to bedziemy mieli asymptote ukos$na.
Jesdli potega jest mniejsza od 0, to mamy asymptote pozioma. W kazdym
innym przypadku nie bedzie asymptoty poziomej/ukosnej. Jesli to jest
niejasne, to moge to jeszcze wyjasni¢ na zajeciach.
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-
Przyktad 1

x2—5x+6
x—1 -

Zacznijmy od funkgeji f(x) =
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-
Przyktad 1

Zacznijmy od funkgeji f(x) = %-

Sprawdzamy granice, gdy x — 1:

2

lim f(x)= oF

x—1+

= 0

A wiec funkcja bedzie miata asymptote pionowa x = 1.

. X . x2—-5x+6
a=lim —~=|m ——— =

X—00 X X—00 X2 — X

1
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-
Przyktad 1

Zacznijmy od funkgeji f(x) = %-

Sprawdzamy granice, gdy x — 1:

2

lim f(x)= oF

x—1+

= 0

A wiec funkcja bedzie miata asymptote pionowa x = 1.

. X . x2—-5x+6
a=lim —~=|m ——— =

X—00 X X—00 X2 — X

Teraz obliczamy b:

2
_ 4
b= lim [f(x) ~x] = lim (X5X+6—x) ~ jim X0y,

X—00

Czyli mamy asymptote ukoéna y = x — 4.
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-
Przyktad 1

Dodajmy, ze bedzie tylko jedna asymptota ukos$na (gdyz liczac granice
X — —00 otrzymamy te same wyniki).
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-
Przyktad 1

Dodajmy, ze bedzie tylko jedna asymptota ukos$na (gdyz liczac granice
x — —o00 otrzymamy te same wyniki). Ostatecznie mamy jedna asymptote
pionowa x = 1 oraz jedng asymptote ukosng y = x — 4.
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-
Przyktad 1

Dodajmy, ze bedzie tylko jedna asymptota ukos$na (gdyz liczac granice
x — —o00 otrzymamy te same wyniki). Ostatecznie mamy jedna asymptote
pionowa x = 1 oraz jedng asymptote ukosng y = x — 4.

Warto teraz narysowaé wykres tej funkcji na www.desmos.com /calculator.
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-
Przyktad 1

Dodajmy, ze bedzie tylko jedna asymptota ukos$na (gdyz liczac granice
x — —o00 otrzymamy te same wyniki). Ostatecznie mamy jedna asymptote
pionowa x = 1 oraz jedng asymptote ukosng y = x — 4.

Warto teraz narysowadé wykres tej funkgcji na www.desmos.com/calculator.

Najlepiej narysowaé f(x) = w oraz asymptoty x =1iy =x — 4.
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-
Przyktad 2

Przeanalizujmy asymptoty funkcji f(x) =
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Przyktad 2

Przeanalizujmy asymptoty funkgji (x) = ‘2;‘3
Mamy potencjalnie dwie asymptoty pionowe. Sprawdzimy granice x — —2
oraz x — 2
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-
Przyktad 2

Przeanalizujmy asymptoty funkgji (x) = ‘2;‘4:;

Mamy potencjalnie dwie asymptoty pionowe. Sprawdzimy granice x — —2
oraz x — 2

. 2x+4 ) 2x + 4
im —— = |lm —=-2
X——2 |X| -2 x——2 —X — 2
Czyli nie ma asymptoty pionowej w x = —2.
Batory 3L0
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-
Przyktad 2

Przeanalizujmy asymptoty funkgji (x) = ‘2;‘4:‘;

Mamy potencjalnie dwie asymptoty pionowe. Sprawdzimy granice x — —2
oraz x — 2

. 2x+4 ) 2x + 4
im —— = lim = -2
xX——2 |X| -2 x——2 —X — 2
Czyli nie ma asymptoty pionowej w x = —2. Uwaga: nie musiatem

analizowaé osobno przypadku x — —27 i x — —2%. Wychodzi to samo.
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-
Przyktad 2

Przeanalizujmy asymptoty funkgji (x) = ‘2;‘4:‘;

Mamy potencjalnie dwie asymptoty pionowe. Sprawdzimy granice x — —2
oraz x — 2

. 2x+4 ) 2x + 4
m ——— = lim — =-2
xX——2 |X| -2 x——2 —X — 2
Czyli nie ma asymptoty pionowej w x = —2. Uwaga: nie musiatem

analizowaé osobno przypadku x — —27 i x — —2%. Wychodzi to samo.
Druga uwaga: poniewaz x — —2, to x jest ujemny, a wiec || zmienia znak.

lim —— =i
- x| —2 2 x—2

2x+ 4 2x+ 4 [8]
_— = O— = —0

Czyli mamy pionowa asymptote w x = 2.
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-
Przyktad 2

Analizujac potegi x, dochodzimy do wniosku, ze beda tez poziome
asymptoty. Policzmy:

. 2x+4 . 2x+4
im — = | =

X—00 lxl—Q_ango X —2

2

Czyli mamy pozioma asymptote y = 2 (prawa, dla x — 00).
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-
Przyktad 2

Analizujac potegi x, dochodzimy do wniosku, ze beda tez poziome
asymptoty. Policzmy:

. 2x + 4 . 2x+4
im — = | =

X—00 lxl—Q_ango X —2

2

Czyli mamy pozioma asymptote y = 2 (prawa, dla x — o0). Policzmy tez
co sie dzieje, gdy x — —o0:

. 2x +4 . 2x +4
im = =

x——00 |x| — 2 C x——o0 —x — 2

-2

Mamy wiec druga pozioma asymptote y = —2 (lewa, dla x — —0).
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-
Przyktad 2

Podsumowujac: funkcja f(x) = \2;\%3 ma jedna pionowa asymptote x = 2
oraz dwie poziome asymptoty y = —2 i y = 2. Warto jg narysowaé w
programie, by zobaczy¢, jak wyglada jej wykres.
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Przyktad 3
g x < =2
Teraz bardziej skomplikowana funkcja: f(x) = i# —-2<x<3
x243x+1 x> 3

Najpierw asymptoty pionowe. Jedyny kandydat to x = 1 (czy wiadomo
dlaczego tylko x = 17 Jesli nie, to prosze o to dopytaé na zajeciach).
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-
Przyktad 3

g x < =2
Teraz bardziej skomplikowana funkcja: f(x) = §+ —-2<x<3
243x+1
e x >3

Najpierw asymptoty pionowe. Jedyny kandydat to x = 1 (czy wiadomo
dlaczego tylko x = 17 Jesli nie, to prosze o to dopytaé na zajeciach).
Sprawdzamy

3

lim f(x) = lim Xx+2 _ oF

x—1t x—1t X — 1

=0

Czyli mamy pionowa asymptote x = 1.
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-
Przyktad 3

Gdy x — —o0, to bedziemy stosowali wzor g, a tu bedzie pozioma
asymptota. Obliczamy:

lim f(x)= lim 9:0

X——00 X——00 X
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Przyktad 3

Gdy x — —o0, to bedziemy stosowali wzor g, a tu bedzie pozioma
asymptota. Obliczamy:

lim f(x)= lim o_ 0
X— —00 X——00 X

Czyli mamy pozioma asymptote y = 0 (lewa, gdy x — —o0).
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-
Przyktad 3

Gdy x — —o0, to bedziemy stosowali wzor g, a tu bedzie pozioma
asymptota. Obliczamy:

6
lim f(x)= lm —=0
X——00 X——00 X
Czyli mamy pozioma asymptote y = 0 (lewa, gdy x — —o0).
Gdy x — o0, to bedziemy stosowali wzdr M, a tu bedzie ukosna

Xx+2
asymptota. Bedzie miata wzér y = ax + b. Obliczamy a:

. . x>+ 3x+1
a= lim —= = lim ————— =1
X—00 X x—00 x4 4+ 2x

Czyli a = 1. Obliczamy teraz b:

2 1 1
b:XILmOO[f(X)—aX]:XIim ﬂ—x = lim X+
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-
Przyktad 3

Ostatecznie mamy pionowa asymptote x = 1, poziomg asymptote y = 0
oraz uko$na asymptote y = x + 1.
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-
Przyktad 3

Ostatecznie mamy pionowa asymptote x = 1, poziomg asymptote y = 0
oraz uko$ng asymptote y = x + 1. Warto narysowa¢ wykres. W desmos

wpisujemy: f (x) = {x< -2 g,—2 <x<3: i—f%,x> 3: %ﬁ;l}

Warto dopisaé tez réwnania asymptot.
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