Pochodna funkcji w punkcie
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Na prezentacji oméwione zostang przyktady obliczania pochodnej danej
funkcji w punkcie.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 11 listopada 2018 2 /14



Wprowadzenie

Intuicyjne rozumienie jest proste - pochodna funkgcji opisuje tempo zmiany
danej funkcji. W przypadku funkgcji liniowych to tempo zmiany jest stafe,
natomiast inne funkcje maja rézne tempo zmiany w zaleznosci od
argumentu.
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Wprowadzenie

Intuicyjne rozumienie jest proste - pochodna funkgcji opisuje tempo zmiany
danej funkcji. W przypadku funkgcji liniowych to tempo zmiany jest stafe,
natomiast inne funkcje maja rézne tempo zmiany w zaleznosci od
argumentu.

Przyktadowo funkcja f(x) = x2 roénie szybko, gdy x = 2, roénie wolno,
gdy x = % jest stafa, gdy x = 0, maleje wolno, gdy x = —% i maleje

szybko, gdy x = —2.

W zwiazku z powyzszym funkcja f(x) = x2, bedzie miata inna wartos¢
pochodnej dla kazdej z tych wartosci.
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Definicja

Pochodna funkgji f(x) dla x = xo zapisujemy f'(xo) i definiujemy
nastepujaco:

F(x0) = ’llijjo f(xo+ h/)7 — f(x0)
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-
Definicja

Pochodna funkgji f(x) dla x = xo zapisujemy f'(xo) i definiujemy
nastepujaco:

f(xo + h) — f(x0)

h

Tutaj uwaga: by pochodna w danym punkcie istniata, to powyzsza granica
musi istnie¢, a wiec musimy mieé:

/ T
Flx) = fI;TO

im FOOER) = FG0) _ | Flo+ ) = F0)

h—0+ h h—0- h
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Przyktad 1

Zacznijmy od prostego przyktadu f(x) = 2x + 3. Bedziemy chcieli obliczy¢
warto$¢ pochodnej w punkcie xg = 3.
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Przyktad 1

Zacznijmy od prostego przyktadu f(x) = 2x + 3. Bedziemy chcieli obliczy¢
warto$¢ pochodnej w punkcie xg = 3.

Mamy do czynienia z funkcja liniowa, wiec pochodna powinna wyjs¢ 2 w
kazdym punkcie, bo tempo zmiany tej funkcji jest state. Przekonajmy sie,
ze tak rzeczywiscie jest:
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warto$¢ pochodnej w punkcie xg = 3.

Mamy do czynienia z funkcja liniowa, wiec pochodna powinna wyjs¢ 2 w
kazdym punkcie, bo tempo zmiany tej funkcji jest state. Przekonajmy sie,
ze tak rzeczywiscie jest: (Sprébuj najpierw samodzielnie)

F(3) = lim [CEN=FO) 28+ +3=-(2-3+3) _  2h_,
h—0 h h—0 h h—0 h
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Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v2x+1dlax=1
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Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v/2x + 1 dla x = 1 (Sprébuj najpierw
samodzielnie)
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Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v/2x + 1 dla x = 1 (Sprébuj najpierw
samodzielnie)

f(1+h)—1f(1)

!/ _ —
f(l)_/LTO h B
i V20+h)+1-v2-1+1
It h N
_ V3+2h—3
= lim
h—0 h
i 3H+2h-3
h=0 h(\/3+ h+/3)

2

. 1
MBIV V3

ol%

Tomasz Lechowski Batory 3LO 11 listopada 2018 6 /14



-
Przyktad 3

Obliczmy pochodna f(x) = 2t dla x = 2
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Przyktad 3

Obliczmy pochodng f(x) = ;—ﬂ dla x = 2 (Sprébuj najpierw samodzielnie)
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Przyktad 3

Obliczmy pochodng f(x) = ;—ﬂ dla x = 2 (Sprébuj najpierw samodzielnie)

. f(2+ h)—f(2)
(2) = | =
(2) = lim -
3+h _ 3
= |jm h 1 _
hino h
3+h _ 3+3h
— lim Lth T+h _
h—0 h
—=2h
— lim th —
hino h
i -2
=lm-— =—
h—01l-+h
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We wszystkich powyzszych przyktadach obliczaliSmy pochodna liczac
granice, gdy h — 0. Nie przejmowaliémy sie, czy h — 0", czy h — 0,
gdyz znak h nie miat zadnego wptywu na otrzymywany wynik.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 11 listopada 2018 8 /14



We wszystkich powyzszych przyktadach obliczaliSmy pochodna liczac
granice, gdy h — 0. Nie przejmowaliémy sie, czy h — 0", czy h — 0,
gdyz znak h nie miat zadnego wptywu na otrzymywany wynik.

Przeanalizujemy teraz kilka przyktadéw, gdy musimy sprawdzié¢
lewostronng i prawostronng granice.
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Przyktad 4

Obliczmy pochodna f(x) = |x| dla x =0
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Przyktad 4

Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Na zajeciach, na podstawie
wykresu ustaliliémy, ze ta pochodna nie istnieje. Sprawdzmy to
algebraicznie:
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Przyktad 4
Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Na zajeciach, na podstawie

wykresu ustaliliémy, ze ta pochodna nie istnieje. Sprawdzmy to
algebraicznie:

. f(0+h)—£(0) . |h|—10] . —h-0
| = | | =1
o h o B - h
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Przyktad 4
Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Na zajeciach, na podstawie

wykresu ustaliliémy, ze ta pochodna nie istnieje. Sprawdzmy to
algebraicznie:

RO+ R - FO) . A—0] . —h-0
I = | I =-1
hlo- h - h hio- A
Natomiast:
im f(0+ h) —£(0) — lim IhI IOI lim h_0:1
h—0+ h—0+ h h—»O+ h
Czyli
. f(0+ h)—1(0) f(0+ h) — £(0)
I lim
hl)rg* h ;é h—>0Jr h

W zwiazku z tym limy_,g w nie istnieje (gdyz granice lewo- i

prawostronne s3 rézne), a wiec f(x) = |x| nie ma pochodnej dla x =0
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Przyktad 5

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = t;ill‘

gdy x = —1.
Najpierw obliczymy granice, gdy h — 0~
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Przyktad 5

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = t;ill‘ gdy x = —1.
Najpierw obliczymy granice, gdy h — 0~

F(-1+h)— F(-1) _

i
thc?— h
[h] =141

— lim (“1+h41  (Z1°H1 _

h—0~ h

) 1 1

— im h=2ht2 N

hio- h - —2ht2 2
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Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy h — 0"
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Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy h — 0"

F(-1+h)— F(-1) _

lim
h—0+ h
|| =141

— lim (—1+h)2+1  (-1)24+1

h—0+ h

—h

— lim h2-2h42 lim # — 1

h—0+ h h——1— h2 —2h =+ 2 2
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Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy h — 0"

F(-1+h)— F(-1) _

i
er3+ h
[h] =141
— lim (“1+h41 (141 _
h—0+ h
s 1 1
— |im fe=2h+2 _ - =
oot h hoi- R —2h+2 2
Granice s3 rozne:
. f(=1+h)—f(-1) . f(=14h)—f(-1)
I I
h0- h 7 . h
a wiec pochodna funkgji f(x) = t;ill‘ gdy x = —1, nie istnigje.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 11 listopada 2018 11 /14



-
Przyktad 6

3 <1
Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = x xS ,
3x —2 x>1

gdy x = 1.
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Przyktad 6

3

X x<1

3x —2 x>1

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = {
gdy x = 1. Tutaj mamy funkcje zdefiniowana réznymi wzorami, wiec

sprawdzmy najpierw, czy ta funkcja w ogdle jest ciggta w x = 1.
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Przyktad 6

x3 x<1

3x -2 x>1
gdy x = 1. Tutaj mamy funkcje zdefiniowana réznymi wzorami, wiec

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = {

sprawdzmy najpierw, czy ta funkcja w ogdle jest ciaggta w x = 1. Mamy:

f1)=1=1

lim f(x)= lim x*=1
L 0= Iip

A, ) = g, =2 =1

Wszystkie wartosci s3 sobie réwne, czyli funkcja jest ciagta w x = 1.
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Przyktad 6

Teraz sprawdzamy pochodna. Sprawdzmy najpierw dla h — 07:
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Przyktad 6

Teraz sprawdzamy pochodna. Sprawdzmy najpierw dla h — 07:

lim w:

h—0— h
3 _ 13
= lim —(1+h) L =
h—0—
. 143h+3RP+h -1
= |lim
h—0— h
h h? + k3
= im 3N 343k R) =3
h—0— h h—0—
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Przyktad 6

Sprawdzamy dla h — 07:
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Przyktad 6

Sprawdzamy dla h — 07:

f(1+h)—1f(1)

li =
erQ+ h
. 3(1+h)-2-13
= ||m frd
h—0+ h
. 34+3h—-2-1
= I|m _—
h—0+ h
3h )
- h|l>0+ h - IL"(;+3:
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Przyktad 6

Sprawdzamy dla h — 07:

f(1+h)—1f(1)

li =
hﬂ)1+ h
5 13

— im 31+h)—2-1 _

h—0+ h

. 34+3h—-2-1
= lm ———

h—0+ h

h

= |im 3 = |lim 3=3

h—0t h h—0+

Funkcja jest ciagta, granice sie zgadzaja, a wiec pochodna dla x =1
istnieje i ma wartos$¢ 3, czyli /(1) = 3.
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