Materiaty dodatkowe
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Wprowadzenie

Na prezentacji zostang oméwione dwie dodatkowe rzeczy:
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Wprowadzenie

Na prezentacji zostang oméwione dwie dodatkowe rzeczy:
@ reguta de I'Hospitala,
@ pochodna funkcji ztozone;j.

Reguta de I'Hospitala pozwoli nam oszczedzi¢ okoto 30 sekund przy
obliczaniu granic, natomiast pochodna funkgcji ztozonej moze sie przydac,
gdy utkniemy.
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Reguta de |I'Hospitala

Pamietamy, ze jesli przy obliczaniu granicy wychodzi nam %, to musimy
pokombinowaé. W praktyce trzeba bedzie zapewne co$ skréci¢. Reguta de

I'Hospitala moze przyspieszy¢ ten proces. Brzmi ona nastepujaco:
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pokombinowaé. W praktyce trzeba bedzie zapewne co$ skréci¢. Reguta de
I'Hospitala moze przyspieszy¢ ten proces. Brzmi ona nastepujaco:

Jedli lim f(x) = 0 oraz lim g(x) =0 to

X—a X—a

Czyli zamiast mozemy wziaé pochodna licznika i mianownika i wtedy
obliczy¢ granice.
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-
Reguta de |I'Hospitala

Pamietamy, ze jesli przy obliczaniu granicy wychodzi nam %, to musimy

pokombinowaé. W praktyce trzeba bedzie zapewne co$ skréci¢. Reguta de
I'Hospitala moze przyspieszy¢ ten proces. Brzmi ona nastepujaco:

Jedli lim f(x) = 0 oraz lim g(x) =0 to

X—a X—a

Czyli zamiast mozemy wziaé pochodna licznika i mianownika i wtedy
obliczy¢ granice.
Uwaga: to dziata tylko w przypadku, gdy mamy % (lub 2).
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-
Przyktad 1

Przyktad ze sprawdzianu:
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Przyktad 1

Przyktad ze sprawdzianu:

. x>+ x—6
im ———— =7
x—2- X2 —4x + 4

Mamy g. Stosujemy regute de I'Hospitala:
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-
Przyktad 1

Przyktad ze sprawdzianu:

. x>+ x—6
lim ——— =7
x—2- X2 —4x + 4
Mamy g. Stosujemy regute de I'Hospitala:
x>+ x—6 . 2x+1

lim X0
x—|>nz]*x2f4x+4 x_l>nz]*2xf4
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Przyktad 2

Drugi przyktad ze sprawdzianu:

i X2 4+x—6
im ——— =7
x—2— X2 —3x +2
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Przyktad 2

Drugi przyktad ze sprawdzianu:
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-
Przyktad 2

Drugi przyktad ze sprawdzianu:

i x>+ x—6

im ————— =7

x—2- X2 —3x+2

Mamy g. Znéw stosujemy regute de I'Hospitala:

x>+ x—6 . 2x+1

lim lim

- 5
xX—2~ X2 — 3x + 2 x—2— 2x — 3
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Ta reguta w przypadkach, ktére moga pojawi¢ sie na maturze, pozwoli
zaoszczedzi¢ troszke (raczej niewiele) czasu. Jest ona jednak konieczna do
obliczenia bardziej ztozonych granic (np. z funkcjami trygonometrycznymi).
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Pochodna funkcji ztozone;j

Rozwazmy funkcje f(x) = (x* + 3)2.
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Rozwazmy funkcje f(x) = (x? + 3)2. Chcemy policzyé pochodna. Prosta
sprawa - podnosimy do kwadratu i mamy prosta funkcje wielomianowa.
Gdyby$my mieli jednak funkcje g(x) = (x? + 3)°, to juz jest pewien
problem (gtéwnie zwigzany z duzg liczba koniecznych obliczen).
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Pochodna funkcji ztozone;j

Rozwazmy funkcje f(x) = (x? + 3)2. Chcemy policzyé pochodna. Prosta
sprawa - podnosimy do kwadratu i mamy prosta funkcje wielomianowa.
Gdyby$my mieli jednak funkcje g(x) = (x? + 3)°, to juz jest pewien
problem (gtéwnie zwigzany z duza liczba koniecznych obliczen). Cate
szczescie jest na to sposéb.
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Pochodna funkcji ztozone;j

Wréémy na chwile do prostszej wersji f(x) = (x> + 3)2.
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Pochodna funkcji ztozone;j

Wréémy na chwile do prostszej wersji f(x) = (x> + 3)2.

Pochodna f'(x) opisuje to jak, zmienia sie warto$¢ funkcji w
zaleznosci od x.
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Pochodna funkcji ztozone;j

Wréémy na chwile do prostszej wersji f(x) = (x> + 3)2.

Pochodna f'(x) opisuje to jak, zmienia sie warto$¢ funkcji w
zaleznosci od x.

Zrébmy podstawienie t(x) = x2 + 3. Otrzymaliémy funkcje f(t) = t.
Pochodna tej funkgji jest bardzo prosta f'(t) = 2t, ale to nam méwi, jak

zmienia sie f w zaleznosci od t.

Wiemy jednak tez jak zmienia sie t w zaleznosdci od x. Poniewaz
t(x) = x2 +3, to t/(x) = 2x.

W zwiazku z tym f/(x) = 2t - 2x = 2(x? 4 3) - 2x
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-
Przyktad 2

Przejdzmy do funkcji g(x) = (x? + 3)°.
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Przyktad 2

Przejdzmy do funkcji g(x) = (x? + 3)°.

Znéw zrobimy podstawienie t(x) = x? + 3 i otrzymujemy g(t) = t°.
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Przyktad 2

Przejdzmy do funkcji g(x) = (x? + 3)°.
Znéw zrobimy podstawienie t(x) = x? + 3 i otrzymujemy g(t) = t°.

Mamy przy tym t/(x) = 2x oraz g'(t) = 5t*.
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-
Przyktad 2

Przejdzmy do funkcji g(x) = (x? + 3)°.
Znéw zrobimy podstawienie t(x) = x? + 3 i otrzymujemy g(t) = t°.
Mamy przy tym t/(x) = 2x oraz g'(t) = 5t*.

Czyli g'(x) = 5t* - 2x = 10x(x? + 3)*
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Zrébmy jeszcze jeden przyktad h(x) = v/x3 — 2x2. Chcemy policzyé h'(x).
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Zrébmy jeszcze jeden przyktad h(x) = v/x3 — 2x2. Chcemy policzyé h'(x).

Znéw zrobimy podstawienie t(x) = x3 — 2x? i otrzymujemy h(t) = \/t.

-

Mamy przy tym t/(x) = 3x2 — 4x oraz h'(t) = 5

B

: X2
Czyli H'(x) = 2%/; -(3x% —4) = %;T%
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Przyktad ze sprawdzinu

Na sprawdzianie pojawita sie funkcja P(x) = 2xv/25 — x2.
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Przyktad ze sprawdzinu

Na sprawdzianie pojawita sie funkcja P(x) = 2xv/25 — x2. Cze$¢ oséb
sobie doskonale z nig poradzita odpowiednio j3 przeksztatcajac i analizujac
funkcje pod pierwiastkiem, ale teraz mozemy stana¢ z wtasciwg funkcja

twarzg w twarz.
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Przyktad ze sprawdzinu

Na sprawdzianie pojawita sie funkcja P(x) = 2xv/25 — x2. Cze$¢ oséb
sobie doskonale z nig poradzita odpowiednio j3 przeksztatcajac i analizujac
funkcje pod pierwiastkiem, ale teraz mozemy stana¢ z wtasciwg funkcja
twarzg w twarz.

Po pierwsze mamy iloczyn, wiec musimy zastosowaé ten (pewnie juz przez
niektérych zapomniany) wzér:

P'(x) = (2x)'V/25 — x2 + 2x(v/25 — x2) = 2¢/25 — x2 + 2x(\/25 — x2)’
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Przyktad ze sprawdzinu

Na sprawdzianie pojawita sie funkcja P(x) = 2xv/25 — x2. Cze$¢ oséb
sobie doskonale z nig poradzita odpowiednio j3 przeksztatcajac i analizujac
funkcje pod pierwiastkiem, ale teraz mozemy stana¢ z wtasciwg funkcja
twarzg w twarz.

Po pierwsze mamy iloczyn, wiec musimy zastosowaé ten (pewnie juz przez
niektérych zapomniany) wzér:

P'(x) = (2x)'V/25 — x2 + 2x(v/25 — x2) = 2¢/25 — x2 + 2x(\/25 — x2)’

Musimy jeszcze policzy¢ (v/25 — x2)'.
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Przyktad ze sprawdzinu

Niech f(x) = v/25 — x2.
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Przyktad ze sprawdzinu

Niech f(x) = v/25 — x2.

Zrébmy podstawienie t(x) = 25 — x2, czyli f(t) = \/t.
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Przyktad ze sprawdzinu

Niech f(x) = v/25 — x2.
Zrébmy podstawienie t(x) = 25 — x2, czyli f(t) = /t.

Mamy wtedy t'(x) = —2x oraz f'(t) = 2%/?
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Przyktad ze sprawdzinu

Niech f(x) = v/25 — x2.
Zrébmy podstawienie t(x) = 25 — x2, czyli f(t) = \/t.
1

Mamy wtedy t'(x) = —2x oraz f'(t) = NG

X

Coyli 1) = 57+ (-20) = 3385 = e

3
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Przyktad ze sprawdzinu

Wracamy do przyktadu:

2x2
P'(x) =225 — x2 + 2x(/25 — x2) =24/25 — x2 — —_
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Przyktad ze sprawdzinu

Wracamy do przyktadu:

2x2
P'(x) =225 — x2 + 2x(/25 — x2) =24/25 — x2 — —_

Udato sie! Mamy obliczona pochodna.
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Przyktad ze sprawdzinu

Wracamy do przyktadu:
2x2
P'(x) =2v25 — x2 4+ 2x(/25 — x2) =225 — x2 — ———
™) ( ) V25—

Udato sie! Mamy obliczong pochodng. Teraz trzeba jg przyréwnac do 0, by
obliczy¢ ekstrema.
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Przyktad ze sprawdzinu

Wracamy do przyktadu:

2x?
P'(x) =2v25 — x2 +2x(V25 — x2) =225 — x2 — ————
) ( ) V25— x2
Udato sie! Mamy obliczong pochodng. Teraz trzeba jg przyréwnac do 0, by
obliczy¢ ekstrema. Musimy sprowadzi¢ do wspdélnego mianownika itd.

Ostatecznie otrzymujemy 50 — 4x? = 0 i tatwo odnajdujemy maksimum
dla x = %
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Dodatkowe zadanie dla chetnych

Rozwiazujac zadanie ze sprawdzianu w sposéb zaprezentowany na
powyzszych slajdach wyszto nam, ze funkcja pola ma dwa ekstrema.
Maksimum dla x = % (gdyby$my zamienili w tresci 25 na 36 to
wysztoby x = 3v/2) oraz minimum dla x = —% (dla drugiej grupy
x = —3v/2). W Waszych rozwiazaniach wychodzity 3 ekstrema:
maksimum dla x = i%ﬁ i minimum dla x = 0.
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Dodatkowe zadanie dla chetnych

Rozwiazujac zadanie ze sprawdzianu w sposéb zaprezentowany na
powyzszych slajdach wyszto nam, ze funkcja pola ma dwa ekstrema.

Maksimum dla x = 5‘2@ (gdyby$my zamienili w tresci 25 na 36 to
wysztoby x = 3v/2) oraz minimum dla x = —% (dla drugiej grupy
x = —3v/2). W Waszych rozwiazaniach wychodzity 3 ekstrema:
maksimum dla x = i%ﬁ i minimum dla x = 0.

Przyznam dodatkowe 2 punkty osobie, ktéra doktadnie wyjasni, skad
bierze sie ta rozbieznos$¢ i co tutaj nie zagrato.
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Koncowy komentarz

Zaréwno reguta de |I'Hospitala i zasada dotyczaca pochodnej funkgji
ztozonej nie zawieraja sie w podstawie programowej, a wiec nie moze
pojawi¢ sie na maturze przyktad, do ktérego konieczne bytoby ich
wykorzystanie (tzn. zawsze bedzie dato sie policzy¢/rozwigzaé przyktad
korzystajac z regut i metod, ktére omawialismy na lekcji).
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