Odpowiedzi i rozwigzania

Odpowiedzi i rozwiazania do arkusza prébnego nr 2

Nr zadania 1 2 3 4 5

Qdpowicdz’|“P " A" K W EY €

Zadanie 6.
1105
Rozwigzanie:
Niech n oznacza liczbg bokéw wielokata bgdacego podstaws graniastostupa, n € N i n > 3.
(n-3
Wowczas liczba jego przekatnych wyraza sie wzorem u’;—) Kazda sciana ma dwie
_ ) , n-(n-3) .
przekatne. Otrzymujemy réwnanie 2 - oy +2n =1190, skad n* —n— 1190 = 0;

n, =-34 <0, n,=35. Podstawg graniastostupa jest trzydziestopieciokat. Liczba wszystkich
krawedzi graniastostupa jest rowna 3 - 35, czyli 105.

Zadanie 7.

2]8]2]

Rozwigzanie: &

Niech AE bedzie $rodkowg oraz |4E| = x, gdzie x > 0,

|<T4BC| = a. Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC

obliczamy cos a. Otrzymujemy »
32=52+6°-2-5-6"cosa, ska‘dcosa:%.thier- 4

dzenia cosinusow dla trojkata ABE, gdzie |BE| = 3, mamy | >

x*=5+32-2-5-3 'E,skqu=2x/§.

Zadanie 8.
616 7

Rozwigzanie:
Niech a, — pierwszy wyraz ciggu geometrycznego (a,) oilorazie ¢; a, # 0, g # 0; 1, — iloczyn
siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciggu. Wowczas

17 =a agq- alqz : (1](—}’3 i alqA. alqs . alqs :al7 . q1+2+3+4+5+6 zalv ; qll :(altf)?‘

Poniewaz I, = %887’ wigc z réwnosci (a,q%) = % wynika, ze a,q° = %, czylia, = %
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Zadanie 9. 256

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy licznik utamka w nastepujacy sposob:

2n B (ZH)! B (2n—2)! -(2n—1)-2n
(2H2J_(2n—2)!-2!_ (2n-2)!-2
wystgpuje suma » kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego, w ktérym a, = 1,
1+ (4n - 3)
2
staty; a, = 1 dlan € N,; zatem suma dwustu pigédziesieciu wyrazéw ciggu (a,) jest rowna 256.

= (2n - 1) - . W mianowniku utamka

r=4. Zatem mianownik jest rowny S , gdzie S, = . (2n - 1) -n. Cigg (a ) jest

Zadanie 10.

Rozwigzanie:
Przeksztalcamy dane wyrazenie w nastgpujacy sposob, korzystajgc ze wzordw skréconego
mnozenia:

VB (34 V5)- (V10 - 2) = |(3-5) - (3+¥5) - (+10 - V2) -
=\/[(3-\/§)-(3+\/§)](3+\E)-(Jfo—\/i):m-(\/E—fz):

_ (Jﬁ+\6)2-(diﬁ—ﬁ)=
=(\/E+ 2)-(@-&):10—2:8; 8 e N.

Zadanie 11. k € (-, 2)

Rozwigzanie:

Z twierdzenia o reszcie wynika, ze reszta z dzielenia wielomianu W(x) przez dwumian (x — k)
jestrowna W(k) = —k* — 2k + 11. Otrzymujemy nieréwno$é: —&* — 2k + 11 > -1, czyli

i+ 2k —12 <0. Pierwiastkiem wielomianu & + 2k — 12 jest liczba 2. Po podzieleniu

I+ 2k —12 przez (k — 2) otrzymujemy iloraz &> + 2k + 6. Dang nieréwno$¢ mozemy za-
pisa¢ w postaci (k—2) - (£ + 2k + 6) <0. Poniewaz dla dowolngj liczby £ € R wyrazenie

k* + 2k + 6 jest dodatnie, wiec k—2 <0, skad k € (o0, 2).

Zadanie 12. 0,75
Rozwigzanie:
Trojkat ABC jest rownoboczny o boku dtugosci a,

a\/g aZ\E 1

|AD|:h1:T,PABC= Tt —E-a-h,gdzie

a'h Zh

1
- : PBCE 5 ‘
h= |DE | Obliczamy =

Pisc 1_a2\/§_a\/§.
4




Odpowiedzi i rozwigzania

h]
sin 8 B sin[n—(a + ﬁ)]

7 twierdzenia sinuséw w trojkacie 4ADE mamy

, skad

av3sin 8

_ h-smp
"= sin(a + )

S 2Th owiec Ih=
sin(a+p)

i N b } 2
G = 8inf . Po uwzglednieniu zatozenia otrzymujemy: —2<£ = 3

Pye  sin(a+ ) Ppe 4

Zatem

Zadanie 13. 32_
5184

Rozwigzanie:
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie szescioelementowe wariacje z powtérzeniami zbio-

ru {1, 2,3, 4,5, 6), zatem Q = 6°. Mamy model klasyczny; niech 4 — zdarzenie, ze doktadnie
w czterech rzutach otrzymamy pig¢ oczek i jednoczesnie iloczyn liczby oczek uzyskanych
we wszystkich rzutach bedzie liczbg parzysta. Obliczamy, ile zdarzen elementarnych sprzyja
zdarzeniu A4:

6
— miejsca na ,,5” mozna wybraé na {4) =15 sposobow;

— iloczyn czterech pigtek jest liczbag nieparzysta, zatem iloczyn dwéch pozostatych liczb
oczek musi by¢ liczbg parzystg. Oznacza to, ze w dwdch pozostatych rzutach otrzyma-
my dwie $cianki z parzystg liczba oczek — takich mozliwosci jest 9, albo jedng Scianke
z parzystg liczbg oczek i jedng z nieparzystg liczba oczek, rozng od 5 — takich mozliwosci
jest 12. Zatem mamy 21 mozliwosci uzyskania w dwoch rzutach iloczynu oczek bedacego
liczbg parzysts.

315 35

Otrzymujemy: 4 =15 - 21 =315 oraz P(4) = = = o cdEy)

Zadanie 14. m=2lubm=6

Rozwigzanie:

Wspolczynnik kierunkowy stycznej k jest rowny —1. Z drugiej strony — wspotezynnik kierun-
kowy stycznej do wykresu funkcji fwynosi f'(x,), gdzie M(x,, y,) — punkt stycznosci proste;
k z wykresem funkcji £, zatem f”(x,) = —1. Obliczamy pochodng funkcji £ £'(x) = 4x* + 4x,

x € R. Nastgpnie wyznaczamy wspdhrzedne punktu M: f'(x ) = 4x 2 + 4x, 1 f'(x,) =—1, wiec

4x,* + 4x, = —1, skad (2x,+ 1)*= 0, czyli 5= ~%. Punkt M nalezy do prostej £, wigc y, = 1;

| N . .
M (_E , 1]. Punkt M nalezy takze do wykresu funkcji £, zatem otrzymujemy réwnanie

1

4 3 E 4 ; 2 .
1= = (5] + 2-[—5) +log,, 5 (m2 —4m), czyli log,, - (m2 — 4m) = =F gdzie
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2
m € (-0, 0) U (4, +o0). Na podstawie definicji logarytmu mamy n? — 4m = (24\/3— )3, skad

m* —4m — 12 = 0. Otrzymujemy m = -2 lub m = 6.

Z.adanie 15.

Rozwigzanie:
Zatozenie: Niech R oznacza promien okregu opisanego na tréjkacie ABC, w ktérym
|<CACB| = 90°; r — promien okrggu wpisanego w ten tréjkat, AC|=b, |BC|=a;|<CAB| = a,

a € (0°,90°), % =2 — 1. Teza: @ = 45°,

Dowdd:
(1) Poniewaz IAB| =2R oraz lAB‘ =(@-r)+((b-r),wieca+b=2r+2R.

(2) Z funkcji trygonometrycznych w tréjkacie prostokatnym mamy % =sina, o = cosc,

skad a = 2Rsin &, b =2Rcos a.
Z (1) 1 (2) otrzymujemy zaleznos$¢ 2Rsin a + 2Rcos ¢ = 2r + 2R, skad

p
2R(sina +cosa—1)=2r,czyli sina+cosa—1= = Ale z zaloZenia % =2 - 1, wigc

otrzymujemy réwnanie sin & + cos & = v/2, gdzie a € (0°, 90°). Korzystamy ze wzo-
ru redukeyjnego oraz ze wzoru na réznicg cosinuséw: cos(90° — @) + cos @ = +/2 , skad

2c0s 45° cos(45° —a) = V2, czyli cos(45° —a) = 1. Poniewaz a e (0°, 90°), wiec jedynym
rozwigzaniem réwnania jest & = 45°, co konczy dowé6d.

Zadanie 16. %‘@
Rozwigzanie:
Aby wyznaczy¢ wspotrzedne punktdéw wspolnych okregu i wykresu funkcji £, rozwigzemy

X+ +6x—4y+4=0

uktad réwnan { graficznie. Znajdujemy srodek S i promien » okre-

y:—h+q+2
gu o, sprowadzajac rownanie okregu do postaci kanonicznej:

(P HOx+9N-9+( -4y +4)-4+4=0,czyli (x+3)2+(y—2)=09; skad S(-3, 2), r=3.
Wykres funkcji / powstaje w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji y = [x| w symetrii
wzgledem osi OX, a nastgpnie przesunigcia otrzymanego wykresu rownolegle o wektor

u = [-6, 2]. Szkicujemy w jednym ukladzie wspétrzednych obydwie krzywe.
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oo

4
=W R Ui

Odczytujemy wspétrzedne punktéw przeciccia i sprawdzamy poprawno$¢ odczytu: wspét-
rz¢dne punktu A(-6, 2) spetniaja kazde z rownan uktadu:

L =(-6y+2*+6-(-6)~4 LA4=06rd=36-4F0=P, orazL2=—|k6+6| H2=042=2=P,.
Podobnie wspétrzgdne punktu B(-3, —1):

L=EFBP+(1)P+6-(3)-4-(-1)+4=9+1 = 1844 +450=P, oraz
L=—-3+6/+2=-3+2=-1=pP,

Nastepnie zauwazamy, Ze promienie AS i BS sg do siebie prostopadte. Zatem tréjkat prosto-
katny ABS jest potowa kwadratu o boku dtugosci 3, odleglos$¢ punktu S od cigciwy AB jest

. . . : 34/2
réwna potowie dfugosci przekatnej tego kwadratu, czyli 37

Uwaga: Rozpatrywany uktad rownan mozna tez rozwiazaé algebraicznie.

Zadanie 17. Dla m = -2 funkcja /' ma maksimum lokalne réwne —4. Nie jest to najwieksza
wartos¢ funkeji /- Funkcja fnie przyjmuje wartosci najwigksze;.

Rozwigzanie:

Réwnanie (m + 1)x* + mx + m? = 0 ma dwa rézne rozwiazania x,, x, wtedy i tylko wtedy, gdy
m#—11A>0. Obliczamy wyréznik: A = m? — 4(m + 1)m® = —m? - (4m + 3). Zatem

(m#-1AA> 0) < m e (o0, -1)u (—1, k%] Korzystamy ze wzoréw Viéte’a i oblicza-

2 2

m (3

my iloczyn rozwigzan réwnania: x, - x, = - Wz6r funkcji f'ma postaé: f/( ) = ;
m+1 m+1

gdzie D, = (-o0, 1)U [Ll, —%J Obliczamy pochodng funkcji £

. = % i &
2m (m + 1) : m w4l AL (m +22) me Df. Jedynym miejscem zerowym po-
(m n 1) (m - 1)

chodnej w zbiorze D ), jest liczba 2. Zauwazamy, Ze jesli m e (—o0, -2), to £ "(m) >0, a jesli

7(m) =

me (-2, —1) v (—1, —%), to f'(m) < 0. Zatem funkcja fjest rosnaca w przedziale (—o, —2),
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za$ malejaca w kazdym z przedziatow: (-2, —1) oraz [fl, —%J Jesli m = -2, to funkcja ma

jedyne maksimum lokalne, / (-2) =-4. Badamy, czy —4 jest warto$cia najwigkszg funk-
cji £ W tym celu obliczamy granice funkeji /' na kraficach przedziatow, w ktorych jest ona
okreslona:

2 2 2 2 1

= —0 lim = 40 lim =2—
m—-o0 g 4 | mg L | m>-1" m + 1 m—1"m + 1 ma_%m+1 4

Na podstawie trzeciej granicy stwierdzamy, ze funkcja /nie ma warto$ci najwiekszej; w szcze-
golnosci maksimum lokalne nie jest wartoscig najwigkszg funkcji I






