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Przypomnijmy podstawowe wzory na przykfadzie nastepujacych sytuacji:
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o Jest oSmiu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne: 5000zt,
3000zt, 1000zt. Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden
zawodnik moze otrzymaé co najwyzej jedng nagrode?

@ Jest oSmiu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne: 5000zt,
3000zt, 1000zt. Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden
zawodnik moze otrzymaé wiecej niz jedng nagrode?

@ Jest oSmiu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne - kazda po
1000zt. Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden zawodnik
moze otrzymad co najwyzej jedng nagrode?

o Jest odmiu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne - kazda po
1000zt. Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden zawodnik
moze otrzyma¢ wiecej niz jedng nagrode?
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Jest o$miu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne: 5000z, 3000zt,
1000zt. Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden zawodnik moze
otrzymac co najwyzej jedna nagrode?

Kolejno$¢ wyboru ma znaczenie. Sytuacja, w ktérej A dostaje 5000zt, a B
3000zt jest rézna od tej, w ktérej B dostaje 5000zt, a A 3000zt. Nie ma
powtdrzen (bez zwracan), jak jaki$§ zawodnik dostat nagrode, to juz go nie
liczymy przy kolejne;j.
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liczymy przy kolejne;j.

Mamy wiec wariacje bez powtoérzen.
Mozliwych sytuacii jest & lub 8 x 7 x 6.
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Wprowadzenie

Jest o$miu zawodnikéw, wreczamy 3 nagrody pieniezne - kazda po 1000zt.
Na ile sposobéw mozemy to zrobié, jezeli jeden zawodnik moze otrzymacd
wiecej niz jedna nagrode?

Kolejnoé¢ wyboru nie ma znaczenia. Sytuacja, w ktérej najpierw A dostaje
1000zt, a pézniej B 1000zt jest taka sama, jak ta, w ktdrej najpierw B
dostaje 1000zt, a pdzniej A 1000zt. Sg powtdrzenia (ze zwracaniem), jak
jaki$ zawodnik dostat nagrode, to nadal go liczymy przy kolejne;.

Mamy wiec kombinacje z powtdrzeniami. Tutaj stosujemy metode
gwiazdek i kresek. Nagrody pieniezne to gwiazdki (s3 trzy), kreski dzielg je
na oémiu zawodnikéw (wiec potrzeba 7 kresek).

Mozliwych sytuacji jest (130), czyli tyle, ile jest sposobéw ustawienia 3
gwiazdek i 7 kresek w rzedzie.
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Ustawianie przedmiotéw razem/osobno

Na ile sposobéw mozemy ustawi¢ 10 oséb w rzedzie:
a
b
C
d

bez zadnych ograniczen,

jesli wsrdd tych oséb jest 4-osobowa rodzina, ktéra musi staé razem,

cata rodzina nie moze staé razem,

)
)
)
)

zadne dwie osoby z rodziny nie mogg sta¢ obok siebie?
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Ustawianie przedmiotéw razem/osobno

Na ile sposobéw mozemy ustawi¢ 10 oséb w rzedzie:

a) bez zadnych ograniczen,
Prosta sprawa: 10!
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Ustawianie przedmiotéw razem /osobno

Na ile sposobéw mozemy ustawi¢ 10 oséb w rzedzie:
a) bez zadnych ograniczen,
Prosta sprawa: 10!

b) jesli wérdd tych oséb jest 4-osobowa rodzina, ktéra musi staé razem,
Traktujemy rodzine jako jeden element, mamy wiec 7 elementéw
(rodzina + 6 pozostatych osoby), ustawiamy je na 7! sposobdw.

Mozemy jeszcze przestawiaé cztonkéw rodziny (na 4! sposobéw), czyli
ostatecznie mamy: 714!
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Ustawianie przedmiotéw razem /osobno

Na ile sposobéw mozemy ustawi¢ 10 oséb w rzedzie:

a) bez zadnych ograniczen,
Prosta sprawa: 10!

b) jesli wérdd tych oséb jest 4-osobowa rodzina, ktéra musi staé razem,
Traktujemy rodzine jako jeden element, mamy wiec 7 elementéw
(rodzina + 6 pozostatych osoby), ustawiamy je na 7! sposobdw.
Mozemy jeszcze przestawiaé cztonkéw rodziny (na 4! sposobéw), czyli
ostatecznie mamy: 714!

c) cafa rodzina nie moze staé razem,

Tu znéw sprawa prosta, mamy zaprzeczenie (b), czyli: 10! — 7141,

d) zadne dwie osoby z rodziny nie moga staé obok siebie?

Najpierw ustawiamy osoby spoza rodziny na 6! sposobdw, pdzniej
wybieramy miejsca dla oséb z rodziny na (Z) sposobéw i jeszcze
przestawiamy cztonkéw rodziny na 4! sposobéw, czyli 6!(1)4!
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Zadanie 1

lle jest rozwigzan w liczbach naturalnych réwnania:

X1+xX+x3+...+x0=5
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Zadanie 1

lle jest rozwigzan w liczbach naturalnych réwnania:
X1+ X2 + X3+ ... + X10 =5

To proste zastosowanie metody z gwiazdkami i kresek. Mamy 5 gwiazdek
do rozdania i 10 x-6w, czyli potrzebujemy 9 kresek, by podzieli¢ gwiazdki
na 10 x-6w. Mamy wiec 14 elementéw (5 gwiazdek i 9 kresek). Sposob
ustawienia tych elementéw jest (154) i to jest nasza odpowiedz.
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lle jest liczb 10-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 5.
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Zadanie 2

lle jest liczb 10-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 5. Niech xq, x2, ..., X10
to kolejne cyfry naszej liczby. Mamy wtedy:

xX1+X2+x3+...+x10=0b5

gdzie x; to liczby naturalne, przy czym wszystkie s mniejsze od 10, a x1
dodatkowo nie moze by¢ 0.
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Zadanie 2

lle jest liczb 10-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 5. Niech xq, x2, ..., X10
to kolejne cyfry naszej liczby. Mamy wtedy:

x1+x+x3+...+x0=5

gdzie x; to liczby naturalne, przy czym wszystkie s mniejsze od 10, a x1
dodatkowo nie moze by¢ 0. Odejmujemy od obu stron réwnania 1 i

otrzymujemy:
(x1—1)+x+x3+..+x0=4

i teraz wszystkie elementy sg nieujemne, wiec mamy analogiczny przyktad
do poprzedniego zadania. Mamy 4 gwiazdki i 9 kresek (by podzieli¢

gwiazdki na 10 x-6w). Ustawiamy je na (%) = 13x12x11x10 _ 715
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Zadanie 2 - druga metoda

lle jest liczb 10-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 5.
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Zadanie 2 - druga metoda

lle jest liczb 10-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 5. Analizujemy rézne
przypadki:
a) pie¢ 1, jedna musi sta¢ na poczatku, dla pozostatych czterech
wybieramy miejsca na (Z) =126
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Zadanie 2 - druga metoda
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b) trzy 1 i jedna 2, pierwsza opcja z 2 na poczatku i miejsca dla 1
(g) = 84, druga opcja z 1 na poczatku: miejsce dla dwéch 1 (g) =36
i miejsce dla 2 ({) = 7. Ostatecznie: 84 + 36 x 7 = 336
c) dwie 1 i jedna 3, pierwsza opcja z 3 na poczatku i miejsca dla 1
(g) = 36, druga opcja z 1 na poczatku: miejsce dla 1 (?) =9
miejsce dla 3 (3) = 8. Ostatecznie: 36 +9 x 8 = 108
d) jedna 3i jedna 2, pierwsza opcja z 2 na poczatku i miejsca dla 3
(?) =9, druga opcja z 2 na poczatku: miejsce dla 3 (?) =9.
Ostatecznie: 94+ 9 =18
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Zadanie 2 - druga metoda

Dalej analizujemy rézne przypadki:
e) jedna 1 i jedna 4, pierwsza opcja z 4 na poczatku i miejsca dla 1
(3) =9, druga opcja z 1 na poczatku: miejsce dla 4 (3) =9
Ostatecznie: 9 +9 = 18
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Ostatecznie: 949 =18

f) jedna 1 i dwie 2, pierwsza opcja z 1 na poczatku i miejsca dla 2
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f) jedna 1 i dwie 2, pierwsza opcja z 1 na poczatku i miejsca dla 2
(3) = 36, druga opcja z 2 na poczatku: miejsce dla 1 () =9 i
miejsce dla 2 (3) = 8. Ostatecznie: 36 +9 x 8 = 108

g) Ostatni, ufff. Jedna 5. Musi staé na poczatku, czyli jest tylko jedna
taka liczba.
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Ostatecznie mamy: 126 + 336 + 108 + 18 + 18 + +108 + 1 = 715
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Zadanie 2 - druga metoda

Dalej analizujemy rézne przypadki:

e) jedna 1 i jedna 4, pierwsza opcja z 4 na poczatku i miejsca dla 1
(3) =9, druga opcja z 1 na poczatku: miejsce dla 4 (3) =9
Ostatecznie: 949 =18

f) jedna 1 i dwie 2, pierwsza opcja z 1 na poczatku i miejsca dla 2
(3) = 36, druga opcja z 2 na poczatku: miejsce dla 1 () =9 i
miejsce dla 2 (3) = 8. Ostatecznie: 36 +9 x 8 = 108

g) Ostatni, ufff. Jedna 5. Musi staé na poczatku, czyli jest tylko jedna
taka liczba.

Ostatecznie mamy: 126 + 336 + 108 + 18 + 18 + +108 + 1 = 715
Oczywiscie pierwsza metoda jest znacznie szybsza.
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Zadanie 2 - druga metoda

Dalej analizujemy rézne przypadki:

e) jedna 1 i jedna 4, pierwsza opcja z 4 na poczatku i miejsca dla 1
(3) =9, druga opcja z 1 na poczatku: miejsce dla 4 (3) =9
Ostatecznie: 949 =18

f) jedna 1 i dwie 2, pierwsza opcja z 1 na poczatku i miejsca dla 2
(3) = 36, druga opcja z 2 na poczatku: miejsce dla 1 () =9 i
miejsce dla 2 (3) = 8. Ostatecznie: 36 +9 x 8 = 108

g) Ostatni, ufff. Jedna 5. Musi staé na poczatku, czyli jest tylko jedna
taka liczba.

Ostatecznie mamy: 126 + 336 + 108 + 18 + 18 + +108 + 1 = 715
Oczywiscie pierwsza metoda jest znacznie szybsza. Warto jednak znaé
obie. Pierwsza, by z powyzszym przyktadem (na maturze za 4 punkty)
poradzi¢ sobie w minute. Druga, gdy otrzymamy nastepne zadanie:
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Zadanie 3

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
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N
Zadanie 3

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
Analizujemy rézne przypadki:

a) siedem 9 i 4. Ustawiamy 4 na (?) = 8 sposobéw.
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Zadanie 3

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
Analizujemy rézne przypadki:

a) siedem 9 i 4. Ustawiamy 4 na (?) = 8 sposobéw.

b) szeé¢ 9 i pierwsza opcja 6 i 7: ustawiamy 6 na (}) =8i7na () =7
sposobdw; druga opcja 8 i 5, analogicznie 8 x 7. Ostatecznie
8XxT7T+8x7=112
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lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
Analizujemy rézne przypadki:

a) siedem 9 i 4. Ustawiamy 4 na (?) = 8 sposobéw.

b) szeé¢ 9 i pierwsza opcja 6 i 7: ustawiamy 6 na (}) =8i7na () =7
sposobdw; druga opcja 8 i 5, analogicznie 8 x 7. Ostatecznie
8XxT7T+8x7=112

c) pie¢ 9 i pierwsza opcja dwie 7 i jedna 8: (g) (?) = 168; druga opcja
dwie 8 i jedna 6, analogicznie 168 mozliwosci. Ostatecznie:
168 + 168 = 336
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lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
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sposobdw; druga opcja 8 i 5, analogicznie 8 x 7. Ostatecznie
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c) pie¢ 9 i pierwsza opcja dwie 7 i jedna 8: (g) (?) = 168; druga opcja
dwie 8 i jedna 6, analogicznie 168 mozliwosci. Ostatecznie:
168 + 168 = 336
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Zadanie 3

Dalej analizujemy przypadki:

d) cztery 9, trzy 8 i jedna 7. Ustawiamy 8 i 7 na (3) x (3) = 280
sposobéw.
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N
Zadanie 3

Dalej analizujemy przypadki:

d) cztery 9, trzy 8 i jedna 7. Ustawiamy 8 i 7 na (3) x (3) = 280
sposobéw.

e) trzy 9 i piec 8. Ustawiamy 8 na (g) =56

Wiecej mozliwosci nie ma - warto sprawdzi¢. Ostatecznie otrzymujemy
8 + 112 4 336 + 280 + 56 = 792 liczby.
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Zadanie 3 - druga metoda, dla odwaznych

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.
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Zadanie 3 - druga metoda, dla odwaznych

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.

To jest zastosowanie naszej szybszej metody, ale juz po bardziej
skomplikowanych przeksztatceniach (ale jesli kto$ jest w tym wprawiony to
znéw rozwigzujemy skomplikowane zadanie w minute).
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Zadanie 3 - druga metoda, dla odwaznych

lle jest liczb 8-cyfrowych, ktérych suma cyfr wynosi 67.

To jest zastosowanie naszej szybszej metody, ale juz po bardziej
skomplikowanych przeksztatceniach (ale jesli kto$ jest w tym wprawiony to
znéw rozwigzujemy skomplikowane zadanie w minute). Rozwazamy

réwnanie:
X1+ xo+ ...+ xg =67
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Zadanie 3 - druga metoda, dla odwaznych

Niestety tutaj nie mozemy zastosowac wprost tej metody, bo nie chcemy
mie¢ x-6w wiekszych od 9.
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Zadanie 3 - druga metoda, dla odwaznych

Niestety tutaj nie mozemy zastosowac wprost tej metody, bo nie chcemy
mie¢ x-6w wiekszych od 9. Mozemy postapié nastepujaco. Odejmujemy 72
(8 razy po 9) od obu stron:

(X1—9)+(X2—9)—|—...—|-(X8—9):—5
mnozymy przez —1:
(9—X1)—|—(9—X2)—|—...+(9—X8)25

i teraz jest idealnie, wszystkie elementy musza by¢ nieujemne (i na pewno
beda mniejsze od 9). Mamy 5 gwiazdek i 7 kresek, by podzieli¢ je na 8
czeéci. Mamy wiec 12 elementéw. Sposobdw ustawienie tych gwiazdek i
kresek jest wiec (152) =792.
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