5. ZWIAZKI MIAROWE
W DOWOLNYM TROJKACIE

5.1 TWIERDZENIE SINUSOW

DEFINICJE | TWIERDZENIA
TWIERDZENIE SINUSOW
W kazdym tréjkacie stosunek diugosci dowolnego boku do

sinusa przeciwleglego kata jest rowny Srednicy okregu opisa-
nego na tym trojkacie.

4 .. & e .
@ Khadindie
R

TO WARTO WIEDZIEG

= Jesli w trjkacie znamy dtugos¢ jednego z bokéw i miary dwdch katéw, to mozemy zna-
lez¢ miare trzeciego kata (suma kqtow w trojkqcie jest réwna 180°) i diugosci pozostatych
bokéw tréjkata (korzystajqc z tw. sin USOW).

ZADANIA

439. W udjkacie ABC mamy dane: |BC|=3v2, |2caB|=45°, | zACB | = 30°.
Oblicz dtugosé boku AB.

440.  Dwa katy trojkata majq miary o i B, a bok przeciwlegly katowi o mierze o ma
dtugos¢ a. Znajdz dlugosci pozostatych bokéw trojkata.

441. W wéjkacie KLM bok KM ma diugos¢ V15, a katy L i M maja miary réwne
odpowiednio 60° i 75°. Oblicz dtugos¢ boku LM.

442.  Jeden z bokéw trojkata ma dlugosé +/3. a katy przylegte do tego boku majq
miary 45° i 15°. Oblicz diu g0s¢ boku przeciwlegltego katowi o mierze 45°.
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Jeden z bokéw tréjkata ma diugos$¢ ¢, a miary katéw przylegtych do tego boku
sa rowne 0.1 . Wyznacz diugosci pozostatych bokow trojkata.

Oblicz miary katéw BAC i ABC tréjkata ABC, jesli
a) |AB|=+6, |AC|=2, ZACB|=60°
b) |[AB|=2, |AC|=243, | ZACB|=30"
o) |AB|=+2, |Acl|=43, |zACB|=45"

W tréjkacie ABC bok AB ma dtugos¢ 6, a kat ACB ma miarg 45°. ZnajdZ diu-
g0$¢ promienia okrggu opisanego na tréjkacie ABC.

Jeden z bokéw tréjkata ma dhugosé 5, a miary katéw przyleglych do tego boku
sa réwne 10° i 20°. Oblicz dlugo$¢ promienia okregu opisanego na tym troj-
kacie.

Znajdz promief okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym o podstawie a
i kacie przy podstawie o.

W okrag o promieniu R wpisano tréjkat. Wyznacz obwdd tego trojkata znajac
miary dwéch jego katow o .

Jeden z bokéw trojkata jest dwa razy krétszy od promienia okrggu opisanego na
tym tréjkacie. Oblicz sinus i kosinus kata przeciwleglego temu bokow.

W okrag o promieniu 1 wpisano tréjkat, ktérego dwa boki maja diugosé 1 1 V2.
Oblicz miary katéw trojkata.

Dwa boki tréjkata ostrokatnego majg dlugosci 5 (@) i 6 (b), zas wysokos¢
poprowadzona do trzeciego boku ma dtugos¢ 4 (k). Oblicz diugos¢ promienia
okregu opisanego na tym trojkacie.

W tréjkacie réwnoramiennym podstawa ma dtugos¢ 10, a rami¢ 6. Oblicz
dugosé promienia okrggu opisanego na tym trojkacie.

Ramie tréjkata réwnoramiennego ma dlugos¢ 6 (b). Promien okrggu opisanego
na tym tréjkacie ma dtugosc 5 (R). Oblicz diugos¢ podstawy trojkata.

Wysokoé¢ tréjkata réwnoramiennego poprowadzona do podstawy ma dhugos¢
18 (k). Oblicz dlugo$é promienia okregu opisanego na tym tréjkacie, jesli
stosunek dhugosci ramienia do dtugosci podstawy wynosi 5:8 (m:n).

W rozwartokatnym tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie |lAc|=|BC|
i |ZACB t = 20, odleglo$¢ srodka okregu wpisanego w trojkat od wierzchotka
A jest réwna d. Wyznacz dfugos¢ promienia okrggu opisanego na trojkacie ABC.
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Dwa katy tréjkata maja miary o i 3, a promien okr¢gu wpisanego w ten trojkat
ma dtugo$é r. Znajdz promien okrggu opisanego na tym trojkacie.

Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ma dlugos¢ a 1 jest cztery
razy krétsza od przeciwprostokatnej. Oblicz dlugosci promieni okregow opisa-
nych na tréjkatach otrzymanych z podziatu danego tréjkata srodkowq poprowa-
dzona z wierzchotka kata prostego.

Punkt K nalezy do podstawy AB trojkata réwnoramiennego ABC (A # K # B).
Znajdz stosunek promieni okregéw opisanych na trojkatach AKC 1 KBC.

W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczng kata ACB, ktora przecina bok AB
w punkcie K. Wyznacz stosunek promieni okregéw opisanych na trojkatach
AKC i KBC wiedzac, ze |AC|=a, za$ | BC|=b.

W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokosci przecinaja si¢ w punkcie K. Znajdz
stosunek promieni okregéw opisanych na trjkatach ABC' 1 ABK.

Dwa katy czworokata wpisanego w okrag o promieniu 4 majg miary 30° i 135°.
Oblicz dhugosci przekatnych tego czworokata.

W trapezie réwnoramiennym ABCD (AB || CD) dane jest: |AC|=c, | ZCAB =

i | ~ACB] =v. Oblicz dlugosci bokow trapezu.

W trapezie réwnoramiennym przekgtna ma dtugo$¢ d, a kat ostry ma miarg O.
Znajdz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Podstawy AB i CD trapezu réwnoramiennego ABCD maja dhugosci odpowiednio
8 i 6, a wysoko$é ma dtugos¢ 7. Oblicz dlugos¢ promienia okrggu opisanego na
tym trapezie.

Stosunek dhugosci podstaw trapezu rownoramiennego jest réwny 1: 5, jego
ramie ma dlugos$¢ ¢. Znajdz promien okrggu opisanego na trapezie wiedzac,
7e w trapez ten mozna wpisa¢ okrag.

Na okregu o promieniu r opisano trapez réwnoramienny o kacie ostrym Ol
Znajdz promien okregu opisanego na tym trapezie.

Wykorzystujac twierdzenie sinusow udowodnij twierdzenie o dwusieczne] kata
w tréjkacie.

Wykaz, ze w tréjkacie ostrokatnym o bokach r6znej dlugosci naprzeciwko
najdtuzszego boku znajduje sie kat o najwigkszej mierze.
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5.2 TWIERDZENIE KOSINUSOW

DEFINICJE | TWIERDZENIA

TWIERDZENIE KOSINUSOW

W dowolnym tréjkacie kwadrat dtugosci jednego boku jest
réwny roznicy sumy kwadratéw diugosci pozostafych
bok6éw i podwojonego iloczynu dhugosci tych bokow przez
kosinus kata zawartego migdzy nimi.

¢t =a*+b*—2abcosy
b =a*+c*—2accosf
&> =b*+ ¢ —2bccosa

TO WARTO WIEDZIEC

— Majac dane

e dwa boki tréjkata i kat migdzy tymi bokami mozna wyznaczyc¢ (jednoznacznie) trzecl bok
(korzystajqc z tw. kosinusow).

e trzy boki trojkata lub stosunki dtugo$ci bokow mozna snalez¢ wartosci funkcji trygono-
metrycznych dowolnego kata tréjkata (korzystajqc z Iw. kosinuséw i wykorzystujqc
rwiqzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata).

ZADANIA

469. Diugosci dwoch bokow tréjkata sq réwne a 1 b, za$ kat miedzy tymi bokami ma
miare . Oblicz diugosc trzeciego boku tréjkata, jesh
a) a=l, b=4, v=60"
b) a=+2, b=3, =45}

o) a=2, b=3J3, y=150".

470.* Dtugosci dwéch bokéw trojkata wynosza 7 120, a sinus kata zawarlego miedzy
nimi jest réwny 2. Oblicz diugosc trzeciego boku, jesli kat miedzy danymi

bokami jest a) ostry; b) rozwarty.

471.* W téjkacie ABC boki AB 1 BC maja dlugosci odpowiednio réwne 5 1 42, a kat
ABC ma miare 60°. Oblicz odlegtosc érodka ciezkosci trojkata od wierzchotka A.

472.* Dwa boki trojkata maja diugosci J13 i 4.3, a kat przeciwlegty krotszemu
~ nich ma miare 30°. Oblicz dtugos¢ trzeciego boku.
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Boki tréjkata maja dlugosci 4, 5, 7. Oblicz kosinus i sinus kata lezacego naprze-
ciw boku o diugosci 7.

Oblicz miare najmniejszego kata tréjkata o bokach diugosci 42,5, 7.
Oblicz miare najwickszego kata tréjkata o bokach dtugosci 7, 8, 13.

Rozstrzygnij, czy trojkat o podanych diugosciach bokow jest ostrokatny, pro-
stokatny, czy rozwartokatnym
a) 9,40, 41, bl 7.15: 1L ¢) 8, 16.17; d) 9,40, 42.

Dlugoséci bokéw tréjkata sa w stosunku 4:5:6. Wyznacz kosinus najmniejsze-
go kata tego trojkata.

Dhugosci bokéw tréjkata sg w stosunku 2: 3 :4. Wyznacz tangens najwiekszego
kata tego trojkata.

Podstawa trojkata rownoramiennego ma dhugosc 2 — /2, a kat przy podstawie
ma miare 67,5°. Oblicz dlugos$¢ ramienia tego trojkata.

Réznica diugosci dwoch bokéw tréjkata jest réwna 5, a kat migdzy tymi bokami
ma miare 60°. Oblicz obwdd trdjkata wiedzac, ze jego trzeci bok ma diugosc 7.

Jeden z bokow trojkata ma diugose J21, a kat przeciwlegly temu bokowi ma

miare 60°. Oblicz diugosci pozostatych bokéw tréjkata wiedzac, ze jeden z nich
jest pie¢ razy dhuzszy od drugiego.

Jeden z bokéw tréjkata ma diugosé¢ 14, a kat przeciwlegly temu bokowi ma
miare 120°. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw tréjkata wiedzac, ze stosunek
ich dtugosci jest rowny 3:95.

Jeden z katéw trojkata ma miare o. Stosunek diugosci bokow zawartych
w ramionach tego kata jest rowny 4 : 1, a Srodkowa poprowadzona do dfuzsze-
go z nich ma dlugo$¢ s. Znajdz dhugosci bokow tego trojkata.

Dhugosci bokéw réwnolegtoboku sa réwne 5 i 8. Miara kata ostrego tego row-
nolegtoboku wynosi 60°. Oblicz dtugosci przekatnych rownolegtoboku.

Przekatne réwnolegloboku przecinaja sie pod katem 60° (o), a ich diugosci
wynosza 2 (p) i 6 (¢). Znajdz dlugosci bokow rownolegioboku.

Przekatna AC czworokata ABCD ma dlugosc J5 i tworzy z bokiem AB Kkat
o mierze 45°. Przekatna BD ma dlugosé 5/3 i tworzy z bokiem BC kat o mie-
rze 30°. Oblicz dlugo$é boku CD wiedzac, ze bok AB ma diugosc 24/10.
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Dhugosci kolejnych bokéw czworokata wypuklego wynosza 242,3,415. Kat.

ktérego ramiona zawieraja boki o diugosciach 242 i 5 ma miare 45°. Znajdz
miare kata utworzonego przez boki o dtugosciach 3 1 4.

Przyprostokatne AB i AC tréjkata prostokatnego ABC maja diugosci rowne
odpowiednio 24 i 7. Punkt K nalezy do przeciwprostokatnej trojkata, przy czym
| cx|:| kB|=1:4. Oblicz dlugo$é odcinka AK.

Diuzsza przekatna réwnolegloboku o kacie ostrym 60° ma diugos¢ 347.
Réznica diugosci jego bokéw wynosi 3. Oblicz dlugos¢ krétszej przekatne;j.

Boki tréjkata majg dlugosci 4 (a), 8 (b), 10 (c). Oblicz dlugos¢ srodkowe;
tréjkata poprowadzonej do boku o diugosci 10 (¢).

Oblicz tangens kata ostrego utworzonego przez srodkowe trojkata prostokatne-
go réwnoramiennego poprowadzone do przyprostokatnych.

Wykaz, ze suma kwadratow dlugosci przekatnych réwnolegloboku jest rowna
sumie kwadratéw dlugosci jego wszystkich bokow.

Dwa boki tréjkata maja dtugosci 3 1 5, a srodkowa poprowadzona do trzeciego
boku ma diugoé¢ 2. Oblicz dtugosé trzeciego boku.

Srodkowe tréjkata ABC poprowadzone do bokow AC i BC przecinajg si¢ pod
katem prostym, a stosunek ich dtugosci jest réwny 2 :1. Oblicz kosinus kata
ACB.

Oblicz dlugosci przekatnych réwnolegtoboku wiedzac, ze ich stosunek wynosi
2 - 3. a boki réwnolegloboku maja dtugosci 11 1 23.

Na czworokacie ABCD mozna opisa¢ okrag. Oblicz dlugos$¢ przekatnej AC,
iedli |AB|=10, |BCl=3, |cD|=6 i |AD|=5.

W tréjkacie o bokach 10, 15, 20 poprowadzono dwusieczna kata przeciwlegle-
00 najdtuzszemu bokowi. Oblicz diugo$¢ odcinka, ktéry jest czescig wspolnag te]
dwusiecznej 1 trojkata.

Srodkowe tréjkata maja dhugosci p, ¢, r. Znajdz dlugo$¢ boku, do ktorego
poprowadzono $rodkowa o diugosci p.
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5.3 TW. SINUSOW, TW. KOSINUSOW,
POLA WIELOKATOW

TO WARTO WIEDZIEC

— Znajgc w trojkacie
e dwa boki i kat zawarty migdzy nimi (bkb)
e bok i dwa katy (kbk)
e trzy boki (bbb)

mozemy znalez¢é pozostate boki i katy (ew. wartodci funkcji trygonometrycznych katow)
tréjkata (np. wykorzystujqc twierdzenie sinuséw i twierdzenie kosinusow).

— Znajac wszystkie boki 1 katy (ew. wartosci funkcji trygonometrycznych katow) trojkata,
mozemy znalez¢

e pole trojkata (np. wykorzystujac wzor P= %ub siny )
e promien okreggu wpisanego w tréjkat (np. wykorzystujqc wzor P :%r(a +b+¢))
e promien okrggu opisanego (np. korzystajqc z twierdzenia sinusow)

o srodkowe tréjkata (np. korzystajqc z twierdzenia kosinusow).

ZADANIA

499.* Jeden z katéw tréjkata ma miarg 120°, a boki zawarte w ramionach tego kata
maja dhugosci2 1 /3 — 1. Oblicz miare kata lezacego naprzeciw boku o dlugosci 2.

500.* Jeden z bokéw tréjkata ma dlugos¢ a, zas katy przylegle do tego boku majq
miary B i7. Znajdz pole trojkata.

501.* Dwa boki tréjkata maja dtugosci 2 i 8, a kat miedzy nimi ma miare 60°. Oblicz
dfugoéé promienia okr¢gu opisanego na tym trojkacie.

502.* Boki trojkata maja diugosci 4, 13, 15. Oblicz dlugo$¢ promienia okregu opisa-
nego na tym tréjkacie.

503.** Dwa boki trojkata maja diugosé 2 i 3, a kat migdzy nimi ma miare 60°. Oblicz
dtugos¢ wysokosci poprowadzonej do trzeciego boku.

504.** Punkt P nalezy do boku BC tréjkata rownobocznego ABC 1 dzieli ten bok na
odcinki, ktérych stosunek jest rowny 2: 1. Oblicz pole tego tréjkata wiedzac,
ze |AP|=d.
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Dwa katy trojkata wpisanego w okrag o promieniu R majg miary o i 3. Znajdz
pole trojkata i dlugos¢ promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

Dwa boki trojkata o polu 3 majq dlugosei 2 i 5. Oblicz dlugosé promienia okregu
opisanego na tym trojkacie 1 promienia okregu wen wpisanego.

Dlugosci bokéw trojkata sq w stosunku 2 :3:4, a najkrétszy z bokéw ma
diugos¢ a. Znajdz dlugos¢ promienia okrggu wpisanego w ten trojkat.

Miary katow trojkata o obwodzie m sg réwne o, B i Y. Znajdz dlugo$¢ promieniz
okregu opisanego na tym trojkacie i pole tréjkata.

Dwa katy trojkata o polu P maja miary o i . Wyznacz obwdd tréjkata.

Dwa boki trojkata wpisanego w okrag o promieniu R sa odpowiednio réwne
SR i R+/3. Znajdz dlugosé trzeciego boku.

Dwa katy trojkqta majg miary o i B, a sSrodkowa poprowadzona z wierzchotka
trzeciego kata ma dlugos¢ s. ZnajdZz dlugos¢ promienia okregu opisanego na
tym trojkacie.

W rombie o boku a i kacie ostrym o poprowadzono z wierzchotka kata ostrego
odcinki do przeciwleglych bokow tak, ze podzielity one romb na trzy czesci
o rownych polach. Oblicz dtugosci kazdego z tych odcinkow.

Jedna z przekatnych réwnolegtoboku ma dhugo$¢ d i dzieli jego kat ostry na
katy o miarach o1 3. Oblicz pole réwnolegtoboku.

Oblicz pole rownolegloboku o kacie ostrym o i przekatnych pi g (p >q¢).

Kat ostry migdzy przekatnymi réwnolegtoboku o bokach dtugosci ai b (@ > b)
ma miar¢ Y. Oblicz pole réwnolegtoboku.

Oblicz pole rombu ABCD, wiedzac, ze diugosci promieni okregéw opisanych
na trojkatach ABC 1 ABD sg rowne odpowiednio R i Rp.




