PROBNY EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI
ODPOWIEDZI DO ARKUSZA ROZSZERZONEGO

ZADANIA ZAMKNIETE

2 3 4
C D B D

Zadanie 1 (0-1)

Dziedzing funkcji f(x) = jest

S S
log 1_6x+5
3+ 2x

N T s L

Rozwigzanie.

-9 0 |2 2200 [(2x+1)(3+20) <0
3+ 2x 3+ 2x
1—6x+5¢1 6x+5¢0 x;t_g
3+ 2x 3+ 2x
3 5 5 1
xe|-—=,—>|u|l-=,——
(385
Odp. C

Zadanie 2 (0-1)
Tworzymy liczby szesciocyfrowe biorac szes¢ roznych cyfr ze zboru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7}. Ile jest wsrdd tych liczb
takich, ktorych ostatnia i pierwsza cyfra jest parzysta? Ktora z ponizszych odpowiedzi jest nieprawidtowa?

3 5 7
A. 6! B. - 21 - 4! C.3!-5! D. - 6!
2 4 6

Rozwigzanie.
Cyfry parzyste na pierwszym i ostatnim miejscu mozna ustawic¢ na 3 - 2 = 3! sposobow.
Pozostate cyfryna 5 -4 -3 - 2 = 5! sposobow.

3 5
Zatem liczb takich jest 3!- 5! = 6! = (2] - 21 (4] - 4!

Odp. D.

Zadanie 3 (0-1)

Liczba \/\40\5 ~ 57 4042 + 57 jest rowna

A.-8 B.-10 C. =82 D. 1042
Rozwigzanie.

Jo0v2 =57 - Ja0d2 57 = (a2 - 5) - (avZ 4 5] = avE -5 (442 4 5) = 10

Odp. B.
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Zadanie 4 (0-1)
Ile z podanych nizej rownan prostych sg rownaniami stycznych do wykresu funkc;ji
f)=x*+x2—x

1. y=1,
5
2. =—-—,
Y
3. y=—x,
4. y=4x-3?
A. doktadnie jedna B. doktadnie dwie C. doktadnie trzy D.4

Rozwigzanie.
f'(x)=3x2+2x—1.
Sprawdzamy, czy dwa pierwsze réwnania mogg by¢ rownaniami stycznych.

F() =038 +2x 120 x =1 lub x:%.

Ewentualne punkty stycznosci:

fay=1, f(%j:L+l_l:1+3—9: 5

27 9 3 27 27
15
A=C11), B=|=,-—]|.
L1 (3 27)

Zatem proste o rownaniachy =1, y = —2—57 sa stycznymi odpowiednio w punktach 4, B.

Sprawdzamy, czy trzecie rownanie moze by¢ rownaniem styczne;j.

fl(x)=-1<3x" +2x-1=-1<x=0 lub xz—%.

Ewentualne punkty stycznosci:
8 4 2 8+12+18 22

_ 2)__ 8 4 2 -8+12+18 22
f(o)_o’f( 3) 277973 27 27

2 22
C=(0,0), D= (——,— .

3727
Zatem prosta o rbwnaniu y = —x jest styczng w punkcie C.
Sprawdzamy, czy czwarte rOwnanie moze by¢ rOwnaniem styczne;j.

f(x)=4<3x +2x—-1=4< x=11ub x:—g.

Ewentualne punkty stycznosci:
5_-125+475+45 5

5 125 25
=1, f|-2|=-2422,2
S f( 3) 279 3 27 27

55
E=(1,1),F=|-2,->1|.
an.r=(-5-5)

Zatem prosta o rOwnaniu y = 4x — 3 jest styczng w punkcie E.
Odp. D. (Ilustracja na rysunku ponizej)

1
———l ! N
!

1
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ZADANIE OTWARTE z kodowang odpowiedzia

Zadanie 5. (0-2)
Wyznacz sum¢ wszystkich trzycyfrowych liczb naturalnych, ktére dzielg si¢ przez 6.
Zakoduj trzy cyfry sumy:

Cyfra
tysigcy setek dziesiatek

Rozwigzanie.

Jest to suma wyrazoéw ciggu arytmetycznego o roéznicy » = 6. Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny 102, a ostatni
996.

Wyznaczymy ilo$¢ wyrazow tego ciagu: 996 = 102 + (n — 1)6, 6n = 900, n = 150.

Zatem S|, = w 1150 = 82350.
Odp. 235.
ZADANIA OTWARTE

Zadanie 6 (0-3)

Uzasadnij, ze (x + y)(x +y + 2cos @) + 2 > 2sin’a dla dowolnych x, y, a € R.
Rozwigzanie.

Nastepujace nierownosci s3 rOwnowazne:

(x +)(x +y +2cos @) + 2 > 2sin’a

(x +y)? + (x + y)2cosa + 2 — 2sin’a > 0

(x +y)? + (x +y)2cos a + 2cos’a > 0

(x +y)? +2(x + y)cos a + cos’a + cos’a > 0

(x +y+cos a)’ + cos’a > 0.

Ostatnia nier6wnos$¢ jest prawdziwa.

II sposob.

Potraktujmy nieréwnos¢ jako nier6wno$¢ o niewiadomej x i parametrach y, a.
Przeksztalcajac nieréwnos¢ do postaci standardowej otrzymujemy:

X2+ 2xy +y* + 2xcos @ + 2ycos a + 2 — 2sin’a > 0

x2+2(y + cos a)x +y* + 2ycos a + 2cos? > 0.

Obliczamy wyr6znik

A=4(y + cos @)’ — 4(% + 2ycos a + 2cos’a) = —4cos’a.

CzyliA<O.

Zatem nierowno$¢ (x + y)(x +y + 2cos ) + 2 > 2sin’a jest prawdziwa dla x, y, @ € R.

Punktacja.
Wykorzystanie wzoru na ,,jedynke trygonometryczna (1p).
Dokonczenie dowodu 2p).

Zadanie 7 (0-3)
Udowodnij, ze w dowolnym trdjkacie ABC
B v

sinz . sing
h,=2p-
cosg

Oznaczenia standardowe: @, 3, y miary katow trdjkata w wierzchotkach odpowiednio 4, B, C, 2p — obwdd trojkata,
h, — wysokos¢ trojkata opuszczona z wierzchotka A.
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Rozwigzanie.

Niech punkt S bedzie srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Wykorzystujac znane wzory na pole trojkata otrzymujemy laha = pr.
Wyznaczmy teraz a jako funkcje r, a, 3, y. 2

cosﬁ cosZ sianosE+sinécosZ Sin(ﬂ+yj
2 2 2 2 2 2 2

B Y
a=rctg—+rctg—=r + =r =r
2 sinﬁ sinZ sinﬁsinZ sinﬁsinZ
2 2 2 2 2 2
sin(90° = ‘;‘) cos®
2
a=r =r
sin E sin r sin ﬁ sin r
2 2 2 2
Zatem
By
. 2 2pr B 2psmzsmg
a4 o o
cos— cos—
p 2 2
sin E sin r
2 2
Punktacja.

Wyznaczenie h, = 2pr (1p).
a

Dokonczenie dowodu 2p).

Zadanie 8 (0-4)

Dwaj turys$ci jednocze$nie zaczeli marsz ze statg predkos$cia i tg sama trasg. Pierwszy z miejscowosci A do miej-
scowosci B, drugi z B do 4. Po spotkaniu pierwszy turysta maszerowal jeszcze 6 godzin nim dotart do B. Drugi
turysta po spotkaniu maszerowat jeszcze 2 godziny i 40 minut nim dotarl do 4. Po jakim czasie od rozpoczgcia
marszu turysci si¢ spotkali.

Rozwigzanie.

Niech ¢ oznacza czas, po jakim turysci si¢ spotkali, v, predko$¢ pierwszego turysty, v, predkos$¢ drugiego turysty.
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Z tre$ci zadania mamy
t-v, =6y

1=6-2-4
3

Odp. Turysci spotkali si¢ po czterech godzinach.

Punktacja.

Wprowadzenie oznaczen i zapisanie uktadu réwnan (1p).

Wyznaczenie n_2 p).
v, 3

Dokonczenie i odpowiedz (1p).

I sposoéb.

Oznaczenia tak jak w sposobie pierwszy.
Z tresci zadania mamy

t-v,=6-y
tv—8 V.
1 3 2

Mnozac réwnania stronami (v,, v,, ¢ > 0) otrzymujemy:
vy v =16y, v,

=16

t=4

Zadanie 9 (0-4)
Wyznacz cztery liczby takie, ze
1. Pierwsze trzy liczby tworzg ciag geometryczny.
2. Ostatnie trzy liczby tworzg cigg arytmetyczny.
3. Suma skrajnych liczb wynosi 21.
4. Suma liczb srodkowych wynosi 18.
Rozwigzanie.
Niech a, b, ¢, d b¢da szukanymi liczbami.
Wtedy

b* = ac

2c=b+d

a+d=21

b+c=18

Dodajac drugie i czwarte rownanie otrzymujemy:
3c+b=18+b+d, d=3c—18.
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Podstawiajac do trzeciego rownania mamy:
a+3c—-18=21, a=-3c+ 39.

Z czwartego rdwnania otrzymujemy:
b=18—c.

Wykorzystamy teraz pierwsze réwnanie:
(18 = ¢)*= (-3¢ + 39)

324 - 36¢ +c? =-3c*+39c

4¢> —T75¢+324=0
A=5625-5184=441=212
c_75+21_ 75-21 27

12, ¢, = it
1 8 “ 8 4

Odp. (a, b, ¢, d) = (3, 6, 12, 18), (a, b, c, d) = (2,5,2—7,3)

4 4 4 4
Punktacja.
Warunek na wyraz srodkowy ciagu geometrycznego lub arytmetycznego (1p).
Uktad czterech rownan (1p).
Dokonczenie (2p).

Zadanie 10 (0-4)

W trdjkacie ABC dwusieczne AD i BE przecinaja si¢ w punkcie O ( patrz
rysunek). Na czworokacie CDOE mozna opisa¢ okrag. Wiedzac, ze |DE|
= 3 wyznacz dlugosci bokow trojkata DEO i1 katy tego trojkata.

Rozwigzanie.

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku ponizej

CO zawiera si¢ w dwusieczne] kata BCA, wiec |[<DCO| = |<OCE| =1y.
Katy ODE i OCE oraz OED 1 DCO s3 oparte na tych samych tukach. Stad
|<<ODE| = |<OED| =1y.

Zatem |OD| = |OE].

Zauwazmy, ze 180° — (o + 8) = |840B| = |4EOD| = 180° — 2y.

Stad a + 8 = 2y. Jednocze$nie & + = 90° — y. Zatem 3y = 90°, v = 30°.
Czyli |4EOD| = 120°.

-3
OD
Z twierdzenia sinuséw | | = — 3 ,|oD| = 2__f3.
sin30°  sin120° NE)

2

Uwaga. Mozna nie korzystac z twierdzenia sinusow.

£ _—— =cosy, |OD|= 2= =+/3.

omy ~ 1175

2
Odp. Dhugoséci bokéw 3, +/3, V/3. Katy 120°, 30°, 30°.

Punktacja.
Wyznaczenie katow (2p).
Wyznaczenie bokow (2p).
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Zadanie 11 (0-4)

Wyznacz wszystkie warto$ci parametru @ € R, dla ktérych rownanie x?> — 20x + a = 0 ma dwa pierwiastki takie, ze
jeden jest kwadratem drugiego.

Rozwigzanie.

Niech x,, x, beda pierwiastkami tego rownania i x,
Wtedy x,% + x; =x, + x; = 20.

Zatem x, jest pierwiastkiem réwnania x*> + x — 20 = 0.

2=x,.

A=81.
Wtedy rozwigzaniami tego réwnania sg liczby:
X, :ﬂ:—S lub x, _ 19 =4.

Stad x, = (-5)* =25 lub x, = 4? = 16.

Zatem a =x, - x, =—125 lub a = 64.

Latwo sprawdzi¢, ze rownanie x> — 20x — 125 = 0 ma dwa rozwigzania —5, 25 spetiajgce warunki zadania, analo-
gicznie rownanie x*> — 20x + 64 = 0 ma rozwigzania 4, 16.

Odp. a € {-125, 64}.

Punktacja.

Sprowadzenie do rownania x> —x —20=10 (1p).
Rozwigzanie tego rownania (1p).
Wyznaczenie a (1p).
Sprawdzenie (1p).

Zadanie 12 (0-5)

Dane sg dwie urny U, i U,. W U, sa dwie kule biale i trzy czarne natomiast w U, trzy biate i dwie czarne. Z U,
losujemy jedna kule i wrzucamy do U,. Nastepnie z U, losujemy tez jedna kule i wrzucamy do U,. Teraz losuje-
my dwie kule z U,. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze beda to kule czarne? Wynik przedstaw w postaci utamka
zwyktego nieskracalnego.

Rozwigzanie.

Narysujemy drzewo dla tego do§wiadczenia losowego

U,(2b, 3¢)

U,(3b, 3¢) U,(4b, 2¢)

c $U,(2b, 3¢) U,(3b, 2¢) U,(1b, 4c) U,(2b, 3¢)
3 2 4 3

5 5 5 5

co co® cOo® co®

2 1 3 2

4 4 4 4

c@® c@® X J c@®

Niech 4 oznacza zdarzenie wylosowanie za drugim razem dwoéch kul czarnych z U,.
Wtedy 4 = {cccc, cbee, beee, bbec}.

3332 3321 2243 2 432 54+184+48+48 168 7
OdpP(A): _______ + . D + = .. = + = —. .= — = =
5654 5654 5654 5654 600 600 25
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Punktacja.

Narysowanie drzewa dla tego doswiadczenia

Obliczenie prawdopodobienstwa na pierwszym etapie (losowanie z Uj)
Obliczenie prawdopodobienstwa na drugim etapie (losowanie z U,)
Obliczenie prawdopodobienstwa na III i IV etapie (losowanie z Uj)

Dokonczenie

II sposoéb.

(Ip).
(Ip).
(Ip).
(Ip).
(Ip).

A —wylosowanie za drugim razem dwoch kul czarnych z U,.
D, —w U sa dwie kule czarne po losowaniu U,.

Dy —w U, sa trzy kule czarne po losowaniu U,.

D, —w U, sa cztery kule czarne po losowaniu U,,.

P(4) = P(4| D,) - P(D,) + P(4| D) - P(D3) + P(4| D,) - P(D5)

lp

B, — wylosowanie kuli biatej z U, za pierwszym razem.
C, — wylosowanie kuli czarnej z U, za pierwszym razem.
B, — wylosowanie kuli biatej z U,.

C, — wylosowanie kuli czarnej z U,,.

D,=C,nB, Dy=BnB,uC nNnC, D,=B nC,

lp

P(B)=5 P(C)-

AN | W

4
P(BZ|C1):_ P(Bz|Bl):g

Ip

lp

P(4)

1 3 317 3 2
- .4 = .4 .=
10 10 10 30 5 15

7

25

p

Zadanie 13 (0-5)

Rozwigz réwnanie sin’x + sin?2x = sin’3x w przedziale (0, 27).

Rozwigzanie.

Nastepujace rownania sg rownowazne:

sin?x + sin?2x = sin?3x
sin?2x = sin?3x — sin*x

sin?2x = (sin 3x — sin x)(sin 3x + sin x)
sin?2x = 2sin x - cos 2x - 2sin 2x - cosx

sin?2x = 2sin 2x - cos 2x - sin 2x
sin*2x = 2sin?2x - cos 2x
sin?2x(1 — 2cos 2x) = 0.

Niech ¢ = 2x. Wtedy

sinz=0 lub cost = % t € (0, 4m).
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0 b4 n 3 2n Sn 3 Tn n
2 2 2
1
T
Rozwigzaniem pierwszego réwnania sg liczby: ¢, = 0, t, = m, t; = 2m, ¢, = 3m, t5 = 4m.
1
—
0 k4 v 3n 2n S 3n ‘In 4n
2 y 2
1
T

Rozwiazaniem drugiego rownania sg liczby:

1 1 5 1 7 5 11
tt==—m,t,=2n—--n==-mn,t,=2n+-n==m,t =20+ -1 =—T.
3 3 3 3 3
Odp. x = 0,ln,n,§n,2n,ln,§n,zn,ﬂn .
2 2 6 6 6 6
Uwaga.

Mozna tez roOwnanie

sin?2x = 2sin 2x - cos 2x - sin 2x
Przeksztalci¢ do postaci:

sin?2x = sin 4x - sin 2x

sin 2x(sin 4x — sin 2x) = 0

sin 2x - cos 3x - sin x = 0.

11 sposéb.

Wykorzystujac wzor sin’ o = 1-cos2a

otrzymujemy:
1—cos2x N l1—-cosd4x 1-cos6bx
2 2 2

1 —cos 2x — cos 4x = —cos 6x
cos 2x + cos 4x =1 + cos 6x
2cos 3xcos x = 2cos?3x

cos 3x(cos x —cos 3x) =0
cos 3x - sinx-sin2x=0

Punktacja.

Doprowadzenie do alternatywy réwnan (2p).
Rozwiazanie réwnania sin 2x = 0 (1p).
Rozwigzanie rownania cos2x = % 2p).
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Zadanie 14 (0-5)

Wyznacz pole powierzchni calkowitej ostrostupa prawidtowego o podstawie trojkatnej, ktoérego objetos¢ wynosi
V' a $ciana boczna nachylona jest do podstawy pod katem a.

Rozwigzanie.

Oznaczenia tak jak na rysunku.

1 a3 a\/§
h=|OE|-tga =— - ——-tgax = —— - tga
|OE| - tg T, e .t
2 2 3
V:l.aﬁ.h:l.u.ﬂ.tga:a_tga
3 4 3 4 6 24

a =324V ctga = 233V ctgar .

1 a3
s _lOE[ 37 5 _ a3

* cosa cosa  6cosa
2 2 2
a3 1 a3 3 a3 a3 1

P= +3-=-a-h = +2-.a- = 1+ =31+ Jctg’ a

4 2 ! 4 2 6cosa 4 cosa cosa .

23008
Odp. P = \/5(1 + ]%/91/2 ctg’a = —— 239 cte’ .
cosa coso
Punktacja.
Uzaleznienie wysokosci ostrostupa od krawedzi podstawy (1p).
Obliczenie krawedzi podstawy (1p).
Obliczenie wysokosci $ciany bocznej (1p).
Dokonczenie i odpowiedz (2p).
Zadanie 15 (0-7)
o , o 4| )
Na prostej o rownaniu y = x + 2 wyznacz wspotrzgdne punktow C i D takich, ze stosunek @ osigga wartos¢
o |[4D| . e :

najmniejsza oraz stosunek @ osigga warto$¢ najwigksza, gdzie 4 = (0, —4), B = (6, -2).

Rozwigzanie.
Niech punkt £ = (x, x + 2).
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Wtedy

|4E| = x> + (x + 6)° =227 +12x + 36

|BE| = (x - 6) +(x +4) =V2x" —4x + 52

X2 +6x+18

|4E]| _\/2x2 +12x + 36
2x* —4x +52

|BE|
Niech f(x) =

Wtedy

|

X +6x+18
-, X €
x° —2x+26

X2 =2x+26

(2x +6)(x* = 2x +26) — (x* + 6x +18)(2x - 2)

1)

2x° —4x? +52x + 6x> —12x + 156 — (2x3 —2x +12x% —12x + 36x — 36)

(x* - 2x+26)

(x* - 2x +26)

8t +16x+192  8(—x +2x+24)

(x* — 20+ 26)

A=4+4-24=100
~2-10

f’(x) =0< x

f'x)>0<=xe(4,06)
f'(x) <0< x e (—0,—4) U (6, +o)

Zatem funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, —4) oraz rosnaca w (-4, 6).
16-24+18 10 1

Stad f(~4) =

(x* - 2x+26)

2410

6,x, = —4

-2

= — jest warto$cig minimalna.

16+8+26 50 5

Funkcja jest rosngca w przedziale (—4, 6) oraz malejaca w (6, +o0).

Zatem f'(6) =

36+36+18 90 9
3612426 50

=3 jest wartoscig maksymalng.

Udowodnimy jeszcze, ze sg to wartoéci odpowiednio najmniejsze i najwigksze dlax € R.

Wynika to z
lim

x> +6x+18 _
x>0 x? — 2x + 26

x> +6x+18 _

, lim — =1.
xowe x° —2x + 26

x (-o0, 4) —4 (-4,6) 6 (6, +0)
/@) - 0 ¥ 0 -
1 9 \
£ . 1 e 5
5 1
2
Tak wyglada wykres funkcji f(x) = M
x"—2x+26
o)
//
+6x+18 1
f(x) = b6 I
-7 6 5 4 3 =2 - 2 3 i 7

Odp. C = (-4,-2), D= (6, 8).
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Uwaga.
Mozna uzasadnié, ze punkty A, B, C, D lezg na okregu o Srodku nalezgcym do danej prostej.

>

~
6

% o B
|

\\
~

O W KA U AN

//D)

—

65 432-1,101 2345678
-2 B=(6,-2)
C=(-4-2\_ -3 L T
S~ —
A=(0,-4)
Punktacja.
, |4E]|
Wyprowadzenie wzoru na stosunek @ 2p).

Wyznaczenie punktéw ekstremalnych odpowiedniej funkeji ~ (3p).
Uzasadnienie, ze s to wartosci najwigksze i najmniejsze (1p).
Wyznaczenie wspotrzednych punktow (1p).
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