Qdpowiedzi i rozwigzania

zas malejgca w kazdym z przedziatow: (-2, 1) oraz {—1, —i] Jesli m = -2, to funkcja ma

jedyne maksimum lokalne, Jou(—2) = —4. Badamy, czy —4 jest wartoécia najwicksza funk-
cjif: W tym celu obliczamy granice funkcji fna kraricach przedziatow, w ktérych jest ona
okreslona:

2 2 2 2 1

. ] m : ) .

lim =lm ——=—-w lim = —0 Iim =+ lim = D

ma—o gy 41 mo—o 1+ 1 m=-1"m + 1 m=>=1"m + 1 s m + 1 4
4

Na podstawie trzeciej granicy stwierdzamy, ze funkcja / nie ma wartoci najwigkszej; w szcze-
golnosci maksimum lokalne nie jest wartoécia najwickszg funkcji 1.

Odpowiedzi i rozwigzania do arkusza prébnego nr 3

Nr zadania 1 2 3 4 5

'Odpowiedz | D | D | C | A | B

Zadanie 6.
2]7]6]

Rozwigzanie:

Niech a, oznacza pierwszy wyraz ciggu (a ). Korzystamy ze wzoru § = 1i;
Tl

= 372(\6 + 1), skad a, = 124(\/5 + ])(3 = \/g), czyli a, = 248+/3. Obliczamy a,:

a

V3
3

] s

5
a, = 2483 - (?j = %§ = 27,5555... ~ 27,6.

Zadanie 7.
15]3]

Rozwigzanie:
Cigg (a,) jest ciagiem arytmetycznym, w ktorym a, = 1 oraz r = 0,15. Niech s oznacza
szukang sume. Wowcezas s = a,,+ a g Hiaes Bty =8, =5, Poniewaz

3
S, = i -50 = 233,75 oraz S,, = g B 28 U1 e 89,9, wiec s = 143,85.
2 2
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Odpowiedzi i rozwigzania

Zadanie 8.
914 3

Rozwigzanie:
Niech a oznacza dhugos¢ krawedzi podstawy czworo$cianu foremnego, a > 0. Przekrdj jest

. , . ] L . s Y3 e
trojkatem réwnoramiennym o podstawie dtugosci a i ramionach dtugosci T\/_ Niech ¢ ozna-

cza miarg kata utworzonego przez ramiona tréjkata. Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy
2
: 1 ; .
=2 [a\/_ ] _ {af ] -cosa, skad cosa = L Korzystamy z ,,jedynki trygonome-

22

trycznej” 1 otrzymujemy: sing = o = 0,942809... = 0,943.

Zadanie 9,

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.

W trojkacie ABC otrzymujemy
|<t4BC| = 180° — (2a + 2y)

Z zalozenia, ze na czworokgcie PEBD mozna opi-

sa¢ okrag, wnioskujemy, ze
|<<EPD| = 180° — [180° — (2a + 2y)] = 2a + 2y

Katy APC i EPD to katy wierzcholkowe, wicc
|<t4PC| = |<EPD| = 2a + 2y

Suma katéw w trojkacie APC jest rowna 180°, zatem
a+y+Qa+2y)=180° skad
a+y=60°=|<PAC| + , co koficzy dowdd.

0,5x+3 wtedy, gdy x € (-8,—2
Zadanie 10. ¢(x) ={ Bigeels =)

-Xx wtedy, gdy x € (—2, 4)

Rozwigzanie:
Wykres funkcji g powstaje w wyniku przekszta%cema wykresu funkql fw powmowacthe
prostokatnym o osi OY i skali 2. T T T T B
Poniewaz f =1 e —5

( ) x+3 wtedy, gdyx e (—4, - 1) ’ i | | 4

x)= T B B O

—2x  wtedy, gdy x € (—1, 2) e . N

T ol R SEW L Y Tl e <o W L TR Y (RS E O
wige f (—ij iy + 3, jeshi = c (—4,1>, oraz _9_8 : PP AT NEEREE

f(gj = —x, jesli g € (~1,2), skad otrzy-

mujemy wzor funkcji g.
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Odpowiedzi i rozwigzania

Zadanie 11. a = 135°

Rozwigzanie:

Na podstawie wiasnosci stozka mamy rl = 96w oraz [2 = I? + 2, gdzie r, h, | oznaczaja od-
powiednio promiefl podstawy stozka, wysokos¢ stozka i dlugosc tworzacej stozka. Poniewaz

96
FEes
h = 24/55, wige otrzymujemy uktad dwoch rownan z niewiadomymi , [: r
I?=220+7r

2

Zatem 2 — 220 + r*, skad r* + 22072 — 9216 = 0. Niech # = r?; wowczas
r

242206 - 9216 =0, JA =292, i M o wiec r = 6 oraz [ = 16. Obliczamy miarg

IO A s 6 3600 = 135°.
2lis 3607 16

Zadanie 12.

Rozwigzanie:

L sposéb. Przeksztalcamy lewg strong nierownosct:

o322+ 0=x* -2 -2 +Ax—4x + 8+ 1=

=X - (x—-2)-2x (x-2)-4-(x-2)*+1= (x—2)(x* —2x —4) + 1. Liczba 2 jest pierwiast-
kiem wielomianu (x* — 2x — 4); mamy (x* —2x—4) : (x—2)=x*+2x +2. Zatem

PoIB lo2+9=(x=2P- (F+2:x+2)+ 1

(x—2)* - (*+2x+2)+1>0dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Uzasadnienie:

(x — 2)* = 0, bo kwadrat liczby rzeczywistej jest liczba nieujemna;

(F+2x+2)>0,bo A<0i wspdtezynnik przy x? jest dodatni;

(x—2)* - (x* + 2x+2) = 0, bo iloczyn liczby nieujemnej i liczby dodatniej jest liczba nieujemna;
(x—2) - (¥ +2x +2)+1>0,bosuma liczby nieujemnej i liczby dodatniej jest liczba dodatnig.
11 sposob. Wyznaczamy najmniejsza warto$¢ funkeji f(x) = ¥ -2 -2x*+9,x € R.W tym
celu wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej funkeji f- f'(x) = Ax® — 6x2 — dx = 2x(2x* — 3x = 2);
f'®=0< x=0vx=-05v x= 2). Obliczamy wartosci funkcji f'dla otrzymanych

argumentéw: f(0) = 9; f(-0,5) = 8%;f(2) = 1. Poniewaz lim f(x) = +o0 = lim f(x), wige

najmniejsza warto$cia funkeji f jest liczba 1. Zatem f(x) > 1 > 0 dla dowolnej liczby x € R.

Zadanie 13.
Rozwigzanie:

Jedlia e (0,1)ib e (0, 1), to liczby log, a oraz log, b sa dodatnie.
3 3
Korzystamy z zaleznoéci pomigdzy $rednig arytmetyczng 1 geometryczng liczb dodatnich

. etk
xiy:

Lo 5 y; w naszym przypadku x = log, @, y = log, b. Wowczas
3 3

log, a+log b

——3—2——3—— > [log, a-log, b. Po lewej stronie nieréwnosci korzystamy ze wzoru
3 3
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Odpowiedzi i rozwigzania

na sume logarytmoéw, a po prawej — z zalozenia, e log, a-log, b = 4. Otrzymujemy
3 3

4
log, (ab) = 4, skad log, (ab) = log, (%) . Funkcja f(x) = log, x jest malejaca, wobec tego
1 ! ! 1

3 3 3

ab < gl? co konczy dowdd.

Zadanie 14. n=20

Rozwigzanie:
Zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trzyelementowe wariacje z powtérzeniami zbioru X,

zatem Q = . Jest to model klasyczny, czyli wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo

prawdopodobne. Niech 4 oznacza zdarzenic polegajace na tym, Ze otrzymamy ciag rosngcy
lub cigg malejacy. Wyznaczamy liczb¢ zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.

n
{3} —natyle sposobow mozemy utworzyé 3-elementowe podzbiory n-elementowego zbioru X,

Otrzymany zbiér liczb mozemy uporzadkowaé na 1 sposob rosngco i na 1 sposéb malejaco.

= (n-1)-(n-2
Wobec tego 4 =2 - (:J =i (n ; (n ) - Prawdopodobienstwo zdarzenia 4 jest réwne:

-1)-(n-2
. Otrzymujemy réwnanie (n ) (n ) =0,285,gdzien>3ine N.

pa)= o) 1

Mamy 29x” — 600n + 400 = 0; JA = 560; B = i—g, n, =20. Liczba n, nie spetnia zatozen.

Zadanie 15. & [I% 2]

Rozwigzanie:

Warunki zadania rownowazne sa temu, ze funkcja £, gdzie f(x) =x* -2 - (k—3)x—k + 3, ma
dwa rézne miejsca zerowe nalezace do przedziatu (-2, 0).

A zatem muszg by¢ spetione jednoczeénie nastgpujace warunki: A > 0, f(-2) > 0, 7(0) > 0,

x,, € (=2, 0). Otrzymujemy: A>0 < k e (oo, 2) U (3, +ow); f(f2) >0 ke [1%, +co];
J0)>0 < ke (~wo,3); x, € (=2,0) < ke (1, 3). Wyznaczamy czgs¢ wspolng wyznaczo-
nych zbiorow: k e (1%, ZJ.
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Zadanie 16. 1242

Rozwigzanie:
Tréjkat ABC jest réwnoramienny, [AC| = |BC|, wigc
|<iBAC| = |<tABC| = a, gdzie a € (0°, 90°). Oblicza-
my tg «, gdzie a jest katem utworzonym przez proste
kx-y—-15=0ilx+2y—-12=0;

1-2-1-(-1)
1-1+(-1)-2

tga = = 3. Do prostej AC: y=ax + b

nalezy punkt P(2, —1), wigc prosta 4C ma rownanie:

ax —y—2a— 1= 0. Obliczamy wspotczynnik kierunko-
wy a; korzystamy ponownie ze wzoru na tangens kata
ostrego ¢ utworzonego przez dwie proste dane rowna-

(RS
. g T
niami ogdlnymi i otrzymujemy )—C—l
a+1

luba= —l.

=3,skada=-2

Jeslia = - to prosta ma réwnanie x + 2y = 0 i jest réwnolegta do prostej /, wigc nie spelnia

warunkow zadania. Jesli @ = —2, to otrzymujemy rownanie prostej AC: 2x +y — 3 = 0. Wyzna-
. : : , , 2x + y - 3=0
czamy wspbtrzedne punktu C, rozwigzujac uktad rownan 1w skad C(-2, 7).
x+2y-12 =

Obliczamy wysokoéé trojkata poprowadzong na podstawe 4B, jako odleglos¢ wierzcholka C

od prostej k. Otrzymujemy: s = |—_2—_7’—_15i =1242.
1? +(-1)

Zadanie 17. suma dtugosci podstaw = 20+/3, pole trapezu = 300

Rozwigzanie: .
W trapezie rownoramiennym dtugo$¢ odcinka EB jest Sred-
nig arytmetyczng diugosci podstaw trapezu. Oznaczamy < lo,
1 : h d
x=|AB|+ |DC]; wowczas |EB| = —z—x, gdzie x € (O, 20\/6).
7 twierdzenia Pitagorasa dla tréjkagta EBD mamy: E ;_x =

h o+ %xl = 600, skad h = %\/2400 -
Pole trapezu, w zaleznosci od sumy dtugosdci jego podstaw, wyraza si¢ wzorem

P(x) = %x AJ2400 — x* = i -A/2400x° — x*, gdzie x € (0, 20\/8).

Rozwazamy funkcje f(x) = 2400x* —x*, D, = (0, 204/6 ) Pole trapezu jest najwigksze wtedy,

gdy funkcja f przyjmuje najwigksza warto$¢ w zbiorze (0, 20+/6 ) Wyznaczamy pochodng
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Qdpowiedzi i rozwigzania

funkcji £i f"(x) = 4800x — 4x*, x € (0, 204/6 ) Zauwazamy, ze [ ’(x) =0 < x =203 oraz
7'(x)> 0o x (0, 2043) i f/(x) < 0 < x & (203, 20V6).
Funkcja fjest rosnaca w przedziale (0, 2043 ) i malejgca w przedziale (20\/§ , 204/6 )

W punkcie x = 20+/3 funkcja f'ma maksimum lokalne, Fis (20\/5 ) = 1440 000, ktore jest
jednoczesnie jej wartoscia najwicksza. Zatem pole trapezu jest najwieksze wtedy,

gdy suma diugoéci podstaw jest rdwna 20+/3. Najwigksze pole ma wartosc

P(zoﬁ) = i- 1440 000 = 300.






