Odpowiedzi i rozwigzania do arkusza prébnego nr 4

1 | 2 3‘4 9

Nr zadania

Odpowied2 D | C | A | C | B

Zadanie 6.

0|54

Rozwigzanie:

Poniewaz1+3+5+..425= LT 2

). 1 : ] :
‘13=13%, wigc g, = Ea” dlan=>1. Cigg (a,) jest cia-
giem geometrycznym, w ktérym a, = 0,5 oraz g = %, g € (-1, 1). Suma wszystkich wyrazow

) . . . : L a,
ciggu jest szeregiem geometrycznym zbieznym; obliczamy szukang granice: lim S, = e’
=y o q
. 3
skad lim S, = 2l e fe 40 = 0,541666...
n—s 1 1 212 24

<318

Zadanie 7.

[s[3]3]

Rozwigzanie:
Niech P oznacza punkt przecigcia srodkowych AK i CL. ‘ %

Z twierdzenia o $rodkowych w trojkacie wynika, ze

|AP‘ = % : |AK| = 20. Odcinek AP jest wysokoscig trojkata ACL B

3 A D L
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Odpowiedszi i rozwigzania

poprowadzona na podstawe CL. Zatem Py, = ]E -8 Do %Q Ponadto

P _.bo(CD

AcL T LBC

jest wspolng wysokoscia trojkatow ACL i LBC poprowadzong na rowne podstawy AL i.LB.

Stad B 7= -839 = 53,(3).

Zadanie 8.

Rozwigzanie:
4 2

+3y

Przeksztalcamy wyrazenie , wykonujac podstawienie danych wielkosci:

ey _(a=b) +3(@-#) (a=b) [(a=0) +3(a+b) ]
ooy 4(a—b) - 2(a-b)
:(a'b)'[32fzab+b2+3a2+6ab+3b2:l (a_b)‘4'(a2—ab+b2)

| _ =a-b =z,

4 4

co konczy dowod.

Zadanie 9. x =-3,x,=5,x, =
2
Rozwigzanie:
Poniewaz stopien wielomianu W(x) jest rowny 3, wicc wielomian /¥(x) ma co najwyzej trzy
pierwiastki. Na podstawie twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu wiemy, ze

wymiernych pierwiastkow wielomianu W(x) nalezy szuka¢ wérdd liczb majacych postac E,

; 27tz s i .
gdzie p € {£1,+3,+5,£15},9 € {x1, £2); zatem P {il, okt Fjedan it ?} Obliczamy
q

kolejno W(1)=-16#0, W(-1) =36 # 0, W(-3)=0, W(5) =0, W(%j = (. Wielomian ma trzy

pierwiastki wymierne: x, =3, x, = 5,x = oy Innych pierwiastkow wielomian W(x) nie ma.

Zadanie 10. |CP|: |PD|=5:2

C
Rozwigzanie:
Prowadzimy odcinek DE réwnolegty do $rodkowej AS taki,
se E € BC. Niech P oznacza punkt przecigcia odcinka CD ze S
srodkowa AS. Z twierdzenia Talesa — dla kata BCD i prostych 2
réwnoleglych PS i DE — otrzymujemy B = @ podobnie 4 D 2
PO~ |SE]

BS), |4B doelES P 5
dla kata ABS mamy l———] = I——\— = i Ale lCS| e ]BS , wiee i———l = é, skad L—l ———,

|ES| |4D| 2 |ES| 2 |PD| 2
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5 1
Zadanie 11. k¢ = P S(-5, 4)
Rozwigzanie:
Wyznaczamy srodek i promien okregu o,: O,(-1, 2), r, = 2; nastgpnie wyznaczamy srodek
i promien okrggu o, sprowadzajgc rownanie okrggu do postaci kanoniczne:
(—14x +49) - 49+ (1 +4y +4) -4+ 17 =0, skad (x — 7)* + (y + 2)* = 36, wigc O (7, -2),

; . : 1 . ,
r, = 6. Skala k jest dodatnia, wobec tego k = 5= % = = Nastepnie wyznaczamy wspol-

h

rzgdne punktu S(x, y ), korzystajac z definicji jednoktadnosci i praw dziatan na wekto-

rach: SO, = %ﬁ, gdzie SO, =[-1-x,,2—y,] oraz SO, =[7 — x,,-2 - y,|. Wéwczas

-(7-x,), skad x, = 5. Podobnie 2 - y, = —- (-2 - y,), skad y = 4; S(-5, 4).

L
3

-1-x, =

d
3

Zadanie 12. a) 10; b) 2_;/_§
Rozwigzanie:
Niech a oznacza dhugos$¢ boku rombu w podstawie. Wow-

czas objetos$é graniastostupa jest rOwna 1
V=c - sin 60° - 6= 192+/3, skad a = 8. Poniewaz 4, B
‘BD} = a = 8, wigc z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie
prostokatnym DBD, obliczamy diugos¢ przekatnej BD, DI N
graniastostupa: d? = 82 + 67 = 100, czyli d = 10. Aby wy-
znaczy¢ kat nachylenia przekatnej BD, do Sciany ADD A4,
nalezy znalez¢ rzut prostokatny punktu B na t¢ $ciang; jest 4 B

nim spodek P wysokosci /4 trojkata ABD poprowadzonej

z punktu B. Szukanym katem jest kat PD B; oznaczmy go a. Trojkgt ABD jest rtownoboczny,

Wi@Ch=@=4\/§.

2

43 243

ySkad sing = ——=——,

Mamy sina =
10 3

o
|BD,

Zadanie 13. ——
165

Rozwigzanie:
Mamy: Q — zbiér wszystkich mozliwych ustawient 15 modeli samochodéw na trzech pot-

kach; Q = 15! Oznaczmy zdarzenia: 4 — wszystkie modele fordow beda staty obok siebie na
pierwszej polce; B — wszystkie modele fiatow zostaty ustawione na jednej polce obok siebie.
Szukamy P(4 | B). Wyznaczamy najpierw P(B). Pétke dla modeli fiata wybieramy na 3 spo-
soby, nastepnie na dwa sposoby wybieramy miejsce dla grupy 4 modeli fiatow, ktore mozemy
przestawia¢ miedzy sobg na 4! sposobow. Pozostate modele mogg by¢ ustawione losowo na
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11 pozostatych miejscach, czyli na 11! sposobéw. Otrzymujemy B=3-2-41- 111, wiec

41 11! : : 3 ; AEL,
P(B) = 61—5' Zdarzenie A N B oznacza, ze na pierwszej polce stojg obok siebie trzy
modele fordow, na jednej z dwdch pozostatych pétek stoja obok siebie 4 modele fiatéw oraz
pozostale modele stojg na o§miu pozostatych miejscach w dowolny sposéb losowy. Modele
fordow mozna ustawic na 3 - 3! sposobow (3 — liczba ustawien grupy trzech fordéw na pieciu
miejscach w jednym szeregu; 3! — liczba mozliwych przestawien trzech fordéw migdzy soba).
Jednoczesnie modele fiatéw mozna ustawi¢ na 2 - 2 - 4! (2 — liczba wyboréw pélki dla fiatow;
2 — liczba wyboru miejsca dla grupy 4 fiatéw na wybranej potce; 4! — liczba mozliwych prze-
stawien 4 fiatow migdzy sobg). Pozostate modele mozna ustawi¢ na pozostatych o§miu miej-

s 3 =l s R

scach na 8! sposobéw. Zatem AN B =3-3!-2-2-4!-8!,skad P(4 B) = 12—31#2
P(A4n B) _ 12-31-41.81 2
Stosujemy wzor P(4 | B) = ————= i otrzymujemy: P(4 | B)= ———— —" =~
e T PR ety 165

Zadanie 14.

Rozwigzanie:
Z zalozenia @’ — b* = 4 oraz z twierdzenia sinus6w otrzymujemy 4R*(sin’c — sin?8) = 4, gdzie

R oznacza promien okrggu opisanego na trojkacie ABC. Ponadto L =2R,wigc R = —,
siny 2siny

czyli R = 6. Zatem otrzymang réwno$¢ zapisujemy w postaci sin’a — sin?8 = —. Nastepnie
4 pisyj P 6

wyrazenie sin’a — sin’f doprowadzamy do postaci iloczynowe;:
. : : : . : .- .o+ -
sina —sin’f = (sina —sin B) - (sina + sin B) = 2sin < 5 p cos ; b -2sinZ 5 p cos % 5 B

= [ZSina /) soszf i) 2sin &5 b pos s bl sin(a — ) - sin(a + B). Z zatozenia:
2 2 2 2
a + B =mn—y, wigc sin(x + f8) = sin(n - y) = sin y. Otrzymujemy sin(a — B)-siny = %

isiny = i, skad sin (o — ) = é, co konczy dowod.

Zadanie 185. 2053 liczby

Rozwigzanie:

Pamigtamy, ze 0 nie moze by¢ poczatkowa cyfra liczby. Mamy sze$é przypadkow. W zapisie
liczby wystepuje:

1) osemka i dziewigtnascie zer; jest jedna taka liczba;

2) piatka, trojka i osiemnascie zer; takich liczb mamy 2 - 19 = 38;

3) dwie czworki i osiemnascie zer; takich liczb jest 19;

19
4) czworka, dwie dwojki i siedemnascie zer; mamy [ 5 ] +19-18, czyli 513 takich liczb;
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5) dwojka, dwie tréjki i siedemnascie zer — analogicznie jak w 3) mamy 513 liczb;
19
6) cztery dwdjki i szesnascie zer; mamy [ g ), czyli 969 takich liczb.

Obliczamy liczbe wszystkich liczb spetniajacych warunki zadania:
1 #3819 +2= 5134969 =2053.

Zadanie 16. 2=28

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna funkcji /£ £/(x) = 6x* — 30ax + 244%, x € R; nastgpnie wyznaczamy jej
5a—3\al 5a+3|a|

)

migjsca Zerowe: JA = 18‘61 ,a#0; x, =———— , x, = ———— ; Zauwazamy, Z€ x, < X,.
2 2
Na podstawie szkicu wykresu pochodnej stwierdzamy, ze dla
ad =3 |a| ) 3 ;
argumentu x, = ———— funkcja ' ma maksimum, zas dla
5a +3|dl , L % G
argumentu x, = — funkcja f ma minimum.

5a—3|a‘ 2_2 5a+3|a|
2 B 5,

Zatem musi by¢ spetniony warunek (

czyli 34a* - 30ia1 - a=20a+ 12|a|, a # 0. Rozwigzujemy rownanie, rozpatrujac dwa przypadki.

1) Jeslia> 0, to mamy 4a* —32a =0, skad a = 8;

2) jesli a <0, to otrzymujemy réwnanie 64a’ — 8a = 0, ktore jest sprzeczne z danym zatoze-
niem. Zatem a = 8.






