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DOWOD 269 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Katy ALK i BLK sq proste, poniewaz oparte s na $rednicach
okregdw, wiec | CALB | = 180°. Wynika z tego, ze punkty A, L, B sq Z\L;/_\
wspotliniowe, poniewaz kat ALB jest katem pétpetnym. A B

w

K
DOWOD 270 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE
<RSPy | =2 360° = 1207, £
wiec [LPBP, | = 3| PSP, | = 1100 = 60 i P
PSP, | = 5 360° = 60, .
wiec| TPPA | = 3| 4P| =160 = 30 Ps :

Latem |[<LP PP, | = 2| LP, PP, |.

DOWOD 271 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

Kat wpisany 3K, K, jest dwa razy mniejszy od kata srodkowego
K3 Ak, ktdry oparty jest na trzech fukach z pietnastu. Obliczamy jego
wartosc:

I{KBAK](] |= % -360° = 72°, wiec '{KBK}KW ' = % 7 =36

Analogicznie kat wpisany K, K, K; jest dwa razy mniejszy od kata
srodkoweqo K} AK; , ktdry oparty jest na dwdch fukach z pietnastu.
Obliczamy jego wartosc:

| SR, | = 5 360° = 48°, wigc | K Kigly | = 1+ 48° = 24°

Obliczamy wartos¢ kata K, SK,,, wiedzac, 7e suma katow w trojkacie
wynosi 180°:
| LK, SK,o | = 180° — 36° — 24° = 120°

DOWOD 272 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE
Katy AKC i BKD s3 katami prostymi, poniewaz s3 oparte na srednicy

okregu. - g —~ »
L twierdzenia Pitagorasa: | AK [+ | K | = 4r oraz i s
|BK P+ DK f = 4, wiiec | AK P+ BK [P+ | ck 2+ DK P = 8. S ,-a\\ r

A B
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Dziat 8

DOWOD 273 PRZIYKADOWE ROZWIAZANIE

Niech:|AB|=a,|(D| = b,

AD|= h,

DB|=d,, | AC| = d,

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy uktad rownar. Réwnania
odejmujemy stronami.

W+d= df
ht+b" = d;}

GZ o bl e d_‘z - d22

DOWOD 274 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Z twierdzenia Pitagorasa:

£ =a+p 7
d=va+t ]/Qé;% b
Ze wzordw na pole trdjkata: = .
1

Papgp = 5 ab
PAABD:’]T‘V a2+b2 h
T+ h=1a

__ ab

\«‘f al o b2

DOWOD 275 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE
Skoro trapez jest opisany na okregu, to: b C

_ _ath
A=a+b — = 0
I twierdzenia Pitagorasa w AAFD: h=2r ;
MER+| 0P = ADP, gdie | 4| = 5 °

E a B

—bY a+bY
(2] <7 =(45)
4r2:a2+2ab+_b?_az—2ab+b2
4 4
4l=gp — r:%x@,wigc

2
PK:Er2=ﬁ-(%@) Z%bir

DOWGD 276 PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

Niech: |$,5, = 3r, | ;83| = 4r,|5,55|= 5

Korzystamy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

155, +[55F =55 ]
(3rY + (ar) = (5r)
9+ 1612 = 2512
257 = 257

L =P, wiectrojkat 55,5, jest prostokatny.
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Dowody geometryczne

DOWOD 277 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Ztwierdzenia Pitagorasa: ¢ = g + b’

_loqay 1 bY@ B o T
Ath=y(faty () r=§r+fr=(@+NE
1 je  am o T
Pg—j'(j);’rfczg—(azﬁ-bz)f,
wiec A +P, =P,

DOWOD 278 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

2
a\ a3 2 _
Pe=3 g (g e+ e =
_3 & d3 a/3 \
AT L ( 3 )*
2
=%azﬁ+a 43 k%azﬁ: \/
9 5 2 V3 _

2 i
= % + 217402 > a—:‘ﬁ—, czyli suma pol ksiezycow Hipokratesa jest wieksza od pola tréjkata.

DOWOD 279 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Niech: R — promieni wiekszego okrequ,
r — promien mniejszego okrequ.

RV2Y=r/2 +r+R

R(V2=1)=r(y2+1)

T Rt NS
A= VT =372

DOWGD 280 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

r= a+g‘f,gdzier=%f?,c=2ﬁ

1, _at+b—2R
=" "2

R=a+b—2R

3R=a+b ‘23

_atb

he==3

DOWOD 281 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Niech: a, b — przyprostokatne; ¢ — przeciwprostokatna;
h —wysokos¢ trojkata oparta na hoku ¢

P, = pr, gdzie thaJrngC w.
c=apir=2rb=c p=fE0=2R g, R
r=a+b—2R v
at+b=2u+2NR
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Dziat 8

po=pr=TFRER (apyr=opr+r

P, =5ch=2Rh="Rh

2
R = 28+ 2, wigc h = ZEL

DOWOD 282 PRIYKEADOWE ROZWIAZANIE

Niech: [KN | = LM =x i |KL|=|NM|= 1 1
[0 =1 =x 1 [621= A = o B B
L
?'A 2
1
5%
K y L
11,1, _Ad A 11,1
Pasy =7 T VT 8Y Paan =7 Y XT 4 P =7 Xy T g
1 5 3

SIS . 1y
PAABL:Xy_(§W+ZXy+EW):Xy_(§W+§Xy+§XY):W_§Xy:T

113 K
Papan+ Pgi =0 T 40 = g0y 2atem Pagg = Panpy * Pagun

DOWGD 283 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

_ §-h D 8 C
Prcor =16, wigc16 = ——  — h,=4 .
AABK ~ (DK (cecha kat-kat, poniewaz <LCKD i <LAKB sq h K h
wierzchotkowe, a <C(DK i <LABK s3 naprzemianlegte), hy
S = L D[
WIQC4—h2 - hy=6 & 1%

h=h,+h=4+6=10
PAADK:P/_\.AED_PAABK:%'12'10_%'12'6:60736:24
Paskc = Pasac—Paggr = 12-10— 7 12:6 =60 —36 = 24,

wiec tréjkaty ADK i BKC maja réwne pola o wartosci 24.

DOWGD 284 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Z sumy katow przy jednym ramieniu rownolegtoboku:

la + 25 =180°
a+B=90
1 sumy katdw w trojkacie:
a+B+y=180"°
90° 4+ = 180°
g =00
wiec dwusieczne te s prostopadte.
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Dowody geometryczne
DOWOD 285 PRIYKLADOWE ROZWIAZANIE
Niech: | <(DSC| = 7, |<LDAS | = e i | 4LSBC| = B.

Jesli @ i /3 sq katami lezacymi przy jednym z ramion trapezu, to;
a+f=180° - [B=180°—c.

Niech: | <CASD| = | <CADS | = x oraz | <LCSB | = | <LBCS |=y.

£ sumy katow w tréjkacie:
eTu=180 — x=9"—-%
B+2y=180°

180° — @ + 2y = 180°

=a - y:%
7 +x+y = 180°, poniewaz katy 7, x, y tworza facznie kat potpetny.
¥ =180°—x—y
7 =180 (90"~ 5 ) =5 = 180"~ 90° + £ — L = op

DOWOD 286 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

(<LDBE | = 360° —(60° + 60° + 90°) = 150°

| <LBDE|= (180" —150°) : 2=15°
|<LHDA | = |<LBDE | = 15°

\<LADB| = 60°,

cyli| <CHDE | = | SCHDA |+ | <CADB |+ | < BDE | =
=15 4+60°+15 =90°

DOWOD 287 PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

£ twierdzenia cosinusow w AABC wyznaczamy os ¢ B

@t =b*+ 73— ccosar
dhccosa =P+ — @

_ P +3—d
s = e

{ twierdzenia cosinuséw w ACDA:

d2:b2+(%)2~2-%-b-cosa’

2 ¢ 2y 32
22 O oy bt —a
22 2
popal B & &
d&=b"+ g
2 22
b
=TT
P= W+ 24" — ¢
4
e ges 2
e 2b 22a C :%V"Isz-IrZaz—cz
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Dziat 8

DOWOD 288 PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

| LABC| = | DFC

AABC ~ ADFC (cecha kat-kat), wiec: y—a
y—a_y p{fL (BNF

a X ¥
ay=x(y—a) 4

ay =xy —xa r\ . s

ay +xa = xy
a(x+y)=xy

Xy
x+ty

, poniewaz s3 to katy odpowiadajace. c

a:

DOWOD 289 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa:

\ON| _ (N8|
W = “(.‘l,WIQC N " BC
|AK| _ [KkB]
| = [ e MK || BC

Jesli NL || BC i MK || BC, to NL || MK.

DOWOD 290 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Jedli | <LEDA | = v, t0 | <LADG | = 90° — @, wigc | <LGDC | = a. o - c
AEDA = ADGC na mocy cechy bkb, poniewaz w obu trojkatach 6fE o2 TG
wystepuja boki o dtugosciach a i b oraz kat e, wiec | EA | =] GC . (2 ® A
E b b
F
A a B

DOWOD 291 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Na mocy cechy bkb (patrz zaznaczone zaleznosd na rysunku obok):

ANAKM = AKBL = ALM, wiec | KL| = | M| = | MK |, czyli 2AKLM jest
réwnoboczny.

DOWOD 292 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

Z sumy katow przy jednym ramieniu rownolegtoboku;

a+B=180°" — F=180°—«

|EAF | = 60° + ¢ +60° = @ +120°

|<LEBC| =360° —(60° + 8) = 360° —(60° +180° — @) =
=360"—240°+ @ =a+120°

[<LADC| = 360° —(60° + 3) = 360° —(60° +180° — ) =
=360°—240°+ @ = @ +120°,

wiec AFAF = AEBC = AFDC namocy cechy bkb, czyli| EC| = | CF | = | £F |. Wynika z tego, ze AECF jest réwnoboczny.
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DOWOD 293 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

Dowody geometryczne

Na mocy cechy bkb (patrz zaznaczone zaleznosci na rysunku obok):

AADC = ADBE, wiec| AC | = | DE|.

DOWOD 294 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Niech: hy, hy, hs, hy, hs, hy —wysokosd tréjkatéw, na ktére podzielono
szesciokat.

Pa=P+P+P+P+P+P =

= %afa + %ah2 + %ah3 T %ahﬂr £3 ]jahS + ;—ahs,, wigc

6a> /3
4

h+hy+h+h+h+h,=3/3a

1

Fa(hy +hy g+ b+ ) = ]

.70

DOWOD 295 PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

Wprowadzamy oznaczenia i zaleznosci miedzy nimi jak na rysunku. Tréjkat
ADE jest tréjkatem réwnoramiennym, gdzie podstawa

AE= a+p,wige | 4F | =|FE| = S5 a | Fe| = 22—
atp
e 2 P
€05 60 Sy
d+p—p=d—y
—p=—y
pP=y
wiec |BD | = (E|
DOWOD 296 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Srodek okrequ wpisanego w trojkat lezy na przecieciu dwusiecznych jego
katow, wiec mozemy oznaczy¢ poszczegdlne odcinki, korzystajac
z podobieristwa tréjkatéw.
Mozemy zauwazyc, ze:
(=a—r+b—r
r=a+b—c

_atb—c
P

DOWOD 297 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Przyjmujac oznaczenia z rysunku, otrzymujemy:
6k=ay2 = a=3/2x

Pigy =" = (3V/Zx)} = 18¢

2x
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Dziat8

DOWOD 298 PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Przyjmujac oznaczenia z rysunku, otrzymujemy:
Qa+2B+2y +26 =360°, wiecca+ S+ y+8=180°

|<LAKB| = 180° — & — /3, wiec | <LLKN| = 180° —a — B
| LMD |= 180° — 7 — &, wiec | <LLMN | = 180° —y — &

| <CLKN |+ | <CIMN | = 180° —a@ — B+ 180° — ¥ — & =

180°
e

=360°—(a+B+y+5)=180°

Katy LKN i LMN s3 naprzeciwlegtymi katami czworokata KLMN, a ich suma
wynosi 180°. Na czworokgcie tym mozna wiec opisac okrag.
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