PLANIMETRIA

1. (P) W tréjkacie ABC wysokos¢ CD dzieli bok AB na odcinki |AD|=8 cm
i |BD|=16 cm, bok BC ma diugosé¢ 20 cm. Uzasadnij, Ze symetralna
boku AB podzieli boki BC w stosunku 1:3.

D: Symetralna boku tréjkata jest prostg C
prostopadtg do tego boku iprzechodzi
przez jego srodek. Symetralna boku AB
jest réwnolegta do wysokosci CD.

Na podstawie cechy kkk trojkaty DBC 20 — x
i FBE s3 podobne, zatem:

12 16 12 _ 4 _ A - B
zn—x_znﬁzoux_sﬁﬁoﬁ 8 D 12

=80—4x& x = 5.

|CD| = 5cm, |BE| = 15, wobec tego -1
IBE] 15 3

2. (P) Uzasadnij, ze pole tréjkata, w ktérym dwa boki maja dlugosc 126
i 32, jest nie wieksze od 2016.

D: Korzystajgc z wzoru na pole trojkata: P = % ab - sina, gdzie a jest katem

miedzy dwoma bokami tréjkata, otrzymamy:
Py, = % 126+ 32 - sina = 2016 sina.

Zauwazmy, ze 0< sina <1, zatem pole tréjkata nie przekroczy liczby 2016.

3. (P) Punkty A,,A,,A3, A4, A5, Ag, A7, Ag dziela okrag na 8 rownych
lukoéw, gdzie punkt B jest punktem przeciecia si¢ cigciw 4,44 1 A3Aq.
Udowodnij, Zze AA; BAg jest prostokatny.
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D: SporzadZmy rysunek i wprowadzmy oznaczenia.

Okrag podzielono na osiem réwnych tukéw. o

Kat wpisany A;A¢A; opiera sie na tuku A8 A9
A, A5, zatem

4414645 = ~-= - 360° = 45°.

A7 A3
Kat A4A,A¢ jest katem wpisanym
opartym na tuku 4,44, wobec tego
|%A44, 44| = %g -360° = 45°, o A4
Suma miar katéw w trojkacie wynosi 180°, A5

zatem |¥A;BAg| = 180° — (45° + 45°) = 9.

4. (P) W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest 4 razy
diuzsza od drugiej. Wykaz, ze wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka
kata prostego dzieli przeciwprostokatng w stosunku 1:16.

Zatozenia: |AC| = x, |AB| = 4x,
|BD| = b,|CD| = a,|AD| = h,
x>0, ab>0

a 1
Teza:—=—,
B 16

D: AD jest wysokoscig popro-
wadzong z wierzchotka kata
prostego, zatem AADC

1 AADB s3 prostokatne.

. B

Zauwazmy, ze AADC jest podobny do ACAB na podstawie kkk wiec

a X 2 - . & 5

% a:rp’ PO przeksztatceniu wyrazenia otrzymujemy x“ = a(a + b).
4x

Zauwazmy tez, ze ABDA jest podobny do ABAC (kkk), zatem f == DP

X

przeksztatceniu wyrazenia otrzymujemy 16x2? = b(a + b).

[ E e ) dzielgc stronami wyrazenie, otrzvmuiem
16x2 = b(a + b) “*¢2 " R

a(a+b)  x2
b(a+b)  16x2

& A
= —=—
b 16

5. (R) W tréjkacie prostokatnym dwusieczna kata ostrego dzieli bok
przeciwlegly temu katowi w stosunku 3:5. Wykaz, ze stosunek
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dlugosci promienia okregu wpisanego r w ten tréjkat do dlugosci
promienia okregu opisanego R na tym tréjkacie jest rowny g .
Zatozenie:x > 0,a > 0,c > 0,r>0,R >0

2

A
Teza:— = -,
R 5

D: W zadaniu dana jest dwusieczna kata, ktéra dzieli przeciwlegly bok
w pewnym stosunku, dlatego nalezy skorzysta¢ z wtasno$ci dwusiecznej

{ oo SRR a 3
kata i zapisac o — pratemc =za.

Z zatozenia AABC jest prostokatny, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa,

mozna zapisac a* + (8x)% = (-g a)?.

Po przeksztatceniu wyrazenia otrzymujemy 64x?% = %az, obustronnie
" . 4

pierwiastkujgc 8x = ;@

W trojkacie prostokgtnym ABC dtugosci bokéw sg rowne: |AB| = ga,

|IBC| =a, |AC| = %a. Korzystajac z wiasnosci

promienia okregu wpisanego i opisane-
go na trojkacie prostokatnym:

B

a+b—c
T =
2

r

1
R = 5 €, mamy:

4 5 2
{I+Eﬂ—gﬂ —{l 2
T = =i =—q,
6

(P) W tréjkacie prostokatnym promien okregu wpisanego ma dlugos¢
r, za$S promien okre¢gu na nim opisanego ma dtugos¢ R. Wykaz, ze pole
tego tréjkata jest rowne P = 2Rr + 12,

Zalozenie: a, b — dtugosci przyprostokgtnych
¢ — dtugosc przeciwprostokatnej
r — diugosc promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny
R - dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tréjkacie prosto-
katnym.
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Teza: P = 2Rr + r*

D: Zauwazmy, zec = 2Roraz2R=b—r+a —r, zatem 2R 4+ 2r = a + b.
P, =%r(a+ b+c) =§r(2R +2r + 2R) = 2Rr +12.

(P) W tréojkacie KLM, w ktérym |KM|=|LM|=2a, srodkowe popro-
wadzone z wierzchotkow K i L przecinajg sie pod katem prostym.
6a®

Wykaz, ze pole AKLM jest rowne P = = M

D: Srodkowa tréjkqta jest odcinkiem, ktérego jednym
koricem jest wierzchotek trojkgta, a drugim Srodek
przeciwlegtego boku. Srodkowe tréjkqta dzielg sie
w stosunku 2:1, liczgc od wierzchotka.

Z wtasnosci srodkowych trojkata wynika, ze
|KO|=|LO|=2x. R

Z warunkow zadania wynika, ze AKOL jest
prostokatny i rownoramienny o przypros-
tokatnej dtugosci 2x, zatem (z twier-
dzenia Pitagorasa) |KL|=2x+/2.
Punkty P i R sg Srodkami bokow ML
i KM o dtugosci 2a, zatem |PL|=a.
Trojkat POL jest prostokatny, sto-
sujgc twierdzenie Pitagorasa,
otrzymujemy:

K N L

av's
x2+4x2=a2:>5x2=a2:>\/§x=a=>x=—5—.

Trojkgt MNL jest takze trojkatem prostokgtnym, wiec korzystajgc z
twierdzenia Pitagorasa:
3a+/10

2 2
IMN|? = 4a? — (xv2)" = |MN|2=4:12—2% > |MN| ===

. _ _ 3ay10 ~ay5 _ 3a*10 _ 6a?
Pagem =5 IMN| - |KL| =~ 2V2 i ety
(P) Dany jest trojkat ABC. Okrag przechodzacy przez punkty Ai B jest
styczny do prostej AC w punkcie A i przecina bok BC w punkcie D.
Wykaz, ze jesli |AD|=|CD|, to trojkat ABC jest rOwnoramienny.

D: Aby wykazad, ze trojkqgt jest rownoramienny, nalezy udowodnié, zZe
dtugosci dwoch bokow sq rowne lub dwa kgty majg takg samg miare.



Przy zatozeniu, ze |AD|=|CD|, AADC jest réwnoramienny.
Z wiasno$ci tréjkata réwnoramiennego wynika, ze
|<DAC|=|<DCA|= a.

Znajdzmy zwigzek miedzy katami.

Kat DAC jest kagtem dopisanym opartym na tuku
AD, zas kat ABD jest katem wpisanym opartym na
tym samym tuku, zatem |XABC|=a (miara kgta
dopisanego jest rowna mierze kqta wpisanego
opartego na tym samym tuku). W tréjkacie ABC
miary dwoch katow s3g réwne, z tego wynika, ze
AABC jest rownoramienny.

B

9. (R) Wykaz, ze jesli h,, hy, h. s3 dlugosciami wysokosci tréjkata

o bokach a, b, c, zas r jest dlugoscia promienia okregu wpisanego
1

s i, 4L .1 1

w ten trojkat, to ™ + ™ + g
Zalozenie: a, b, ¢ - dtugos$ci bokoéw trojkata,

h, — wysoko$¢ poprowadzona na bok g,

h;, — wysokosc¢ poprowadzona na bok b,

h. — wysokos$¢ poprowadzona na bok c,

r — promien okregu wpisanego w tréjkat.

D: W zadaniu wystepujg zalezno$ci miedzy bo-
kami i wysokos$ciami tréjkata, zatem naleza-
loby skorzystac z poréwnania pola tréjkata.

Zauwazmy, zZe

1
PﬂABf.':Ea'ha:

zatem =~ q - hg, = “ra+-rb +=rc.
2 2 2 2
Stad: ah, =ra+rb + rc.

Podzielmy obie strony rownania przez ah,r i otrzymamy:
1 a b C 1 1 = § ik
-= T ralen] —p—cpr—=
r ahg, L ahg ahg ha e hy, he 7T
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10.

11.
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(R) W trojkacie ABC, w ktorym |AC|=b,|BC|=a i |2ACB|=«a
z wierzchoika C poprowadzono dwusieczng kata, ktora przeciela bok

AB w punkcie D. Wykaz, ze |CD| = zaj::m
D: Sporzadzmy rysunek i wprowadzmy C
oznaczenia. db "
Skorzystajmy z poréwnania pol
trojkatow: b
_ B
PﬂﬂBC — —thSIH(Zﬂf) =
2
D
1 )
= Eab - 2sina - cosa, A

; S i, 1 .
Pragc = besmat + > axsina = > (a + b)xsina.

Z powyzszego wynika, ze

1 : 1 . 2abcosa
> ab - 2sina - cosa = E(a + b)xsina = x =

a+b

(R) W tréjkat, ktorego boki majg dlugosci a, b, ¢, wpisano okrag i na-
stepnie poprowadzono styczng do tego okregu réwnolegla do boku
o dlugosci ¢, nie zawierajacg tego boku. Wykaz, ze dlugosé¢ odcinka

bedacego czeScia wspodlng poprowadzonej stycznej i tréjkata ma
c(a+b—c)
a+b+c ’ C

diugosc x =

D: Sporzagdzmy rysunek
1 wprowadzmy oznaczenia.

Zauwazmy, ze ADEC jest podobny
do AABC na podstawie cechy kkk.
Z tego wynika, zZe stosunek
dtugosci odpowiednich odcinkéw
jest rowny stosunkowi diugosci
obwoddéw, wobec tego:

X z+x+y

—

¢ a+b+c

Z zalozenia okrag jest wpisany .
w czworokat ABED.

Z wiasnoSci: okrqg jest wpisany w czworokqt, gdy suma dtugosci
przeciwlegtych bokow jest rowna, mamy:

c B

et ag—y4rbh—g



Uwzgledniajgc oba warunki, otrzymujemy:

£ a+b C—Y—2Z x atb—e—y—-z+z4+y x a+b—c
x Z+x+y = —= o —=
e c a+b+c C a+b+c
C a+b+c
cla+b—c
= X = ( ).
a+b+c

12. (P) Wykaz, ze dwusieczne dwodch sasiednich katéw réwnolegloboku
sg prostopadte. D C

D: AO jest dwusieczng kata BAD, zatem
dzieli go na dwa katy przystajace
0 mierze a, analogicznie dwusieczna
BO dzieli kat na dwa katy przystajace
0 mierze f.

Korzystajagc z wtasnoS$ci: suma % °
miar kqtow sgsiednich w rownolegtoboku jest réwna 180°, wynika, Ze
20+2B = 1807, zatem ze o+3 = 90°.

W AAOB suma miar katéw jest réwna 180°, wiec a+B+|<AOB| = 180°, to
|*AOB| =90".

13. (P) Wykaz, ze w trapezie prostokatnym réznica kwadratéow dlugosci
przekatnych jest rowna réznicy kwadratow dlugosci podstaw.

Zatozenie: ABCD jest trapezem prostokgtnym.

Teza: |BD|* — |AC|? = |AB|? — |CD|?. D 0
D: ABCD jest trapezem prostokgtnym, to
ABAD i AADC s3 prostokatne.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa

{]BD[2 = |AB|* + |AD|?
|AC|?> = |AD|?* + |CD|? ’

A B
odejmujgc rownania stronami, otrzymamy:

|BD|2- |AC|2= |AB|2+ |AD|?~ |AD|2~ |CD|?

zatem |BD|%- |AC|2= |AB|2- |CD|2.

14. (P) Wykaz, ze jezeli czworokat wpisany w okragg ma jedna pare bokéw
przeciwlegltych rownych, to przekatne tego czworokata sa rowne.

Zatozenie: |AD| = |BC| i czworokat ABCD jest wpisany w okrag
Teza: |AC| = |BD|
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15.

16.
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D: Katy ADBi ACB to katy wpisane w okrag
oparte na tym samym tuku AB. Korzystajac
z wlasnosci: kqty wpisane oparte na tym samym
tuku majq rowne miary, bok AB jest bokiem
wspolnym obu trojkatow 1 z zatozenia
|AD| = |BC| zauwazamy, ze tréjkaty ADB i ACB
sg przystajace na podstawie cechy bkb, zatem
|AC| = |BD|.

(P) Dany jest czworokat wypukty.
Wykaz, ze srodki przekatnych tego czworokata i Srodki dwaéch
przeciwleglych jego bokow sg wierzchotkami rownolegloboku.

Zatozenie: 54, 5,, 53,5, sg Srodkami bokow trojkata.
Teza: Czworokat $; 5,535, jest rownoleg-
tobokiem.

D: W zadaniu nalezy znalezé zwigzek
miedzy odcinkami fgczgcymi Srodki bo-
kow trojkata, zatem nalezy wykorzystac
wtasnos¢: odcinek tgczqcy Srodki bokow
trojkqgta jest rownolegty do trzeciego boku
trojkgta i jest rowny potowie jego dtugosci.

S1 jest Srodkiem BD, Sz jest Srodkiem BC,
korzystajac z powyzsze] wiasnosci moze-

my zapisaC |S1S3| :%|CD| w ABCD oraz
|S2S4] =|CD| w AACD, zatem |S1S]=|S4Sz| i S1S3||S2Ss.

Korzystajagc z tej samej wtasnosci w AABC i AABD, mozna zapisac
|S1S4|=|S2S3| 1 S1S4]]S2S3.

Jesli w czworokqcie przeciwlegte boki sq tej samej dtugosci, to ten czworokqt
jest rownolegtobokiem, zatem S1S2S3S4 jest rownolegtobokiem.

(P) Pole prostokata, ktorego przekatna ma dilugos¢ 6 cm, wynosi
91/2 cm?. Uzasadnij, Ze tangens kata ostrego zawartego miedzy prze-
katnymi jest rowny 1.

D: Skorzystaj ze wzoru na pole prostokata, gdy dana jest jego przekatna.

1 T .
{P == 66 sinag = 18sina sy g O

P =92

sina = ? ia € (0°90°), to a = 45°, tg45° = 1.



17. (P) W prostokacie ABCD o bokach dhlugosci |AB|=a i |BC|=0b,
z punkiu A poprowadzono na bok BC odcinek AE tak, ze pole trapezu
AECD jest 5 razy wieksze od pola trojkata ABE. Wykaz, ze punkt E
podzielit odcinek BC w stosunku 1:2.

D: SporzadZmy rysunek i wprowadZzmy oznaczenia:

1 1
PADCE =‘5(b+b""%)a:§(2b-".';f)ﬂ,

1

Pprppe = 2 X D a C
Z warunkow zadania wynika, ze b_x
PADEE — 5 » PMBE? WUbEC ‘teg() b
B
- (2b — x) L / "
=i — — YN &
2 =g A a B
2b—x = 5x
1
Zb
X = lb, zatem b —x = EE:u, wobec tego 1B%] — —=-.
3 3 ICEl b 2

18. (P) W trapezie réwnoramiennym ABCD, ktorego podstawy majg
dlugosci |AB|=ai |CD|=b (a > b) i kat ostry ma miare¢ a, poigczono
odcinkami Srodki sasiednich bokéw. Wykaz, ze pole otrzymanego

a?—b?

czworokata jest rowne P = ——tga. D G C

Zatozenie: Trapez ABCD jest rownoramienny,
|AB|=a, |CD|=b, a€(0°,90°) .
D, B,

2_pRi
Teza: P = = Bb tga. /ﬁ
o\ /<] o

D: Z zalozenia punkty Ai, By, C1, D1 s3 A I Ay
Srodkami bokéw trapezu. Korzystajac

z whasnosci w trapezie: odcinek tgczgcy $rodki ramion trapezu jest row-
nolegly do podstaw i jego dtugos¢ jest rowna potowie sumy diugosci jego

B

podstaw mamy |B1D1|:% (a + b).

Z warunku, ze trapez ABCD jest r6wnoramienny mamy |AE| = a—;i.

W troéjkacie prostokgtnym AED wyznaczymy tg a = IA:_;?I’ zatem

2

|A1C4| = %b “tga.

Zauwazmy, ze B, D, ||AB i A,C; 1 AB, to DEl B;D,, zatem przekgtne czwo-
rokata A;B1C1D1 sg prostopadie i dzielg sig na potowy.
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19.

Z tego wynika, ze AiB1CiD1 jest rombem, wobec tego pole czworokata
A;1B1C1D1 jest rowne

a-b a+b a?—b?

> i =
P—E'IA1C1|‘|B1D1| SEeey 5 tgo =

- tga.

(P) W czworokacie wypuklym ABCD poprowadzono przekatng AC.
Okregi wpisane w tréojkaty ABC i ACD sg styczne zewnetrznie.
Uzasadnij, Zze w czworokat ABCD mozna wpisac okrag.

Teza: |AB|+|CD|=|BC|+|AD|.

D: Zauwazmy, ze

w czworokgt mozna
wpisac okrqg wtedy,
gdy sumy dtugosci
przeciwlegtych bokow
czworokqgta sq rowne.

Sporzadzmy rysunek
i wprowadzmy ozna-
czenia. Korzystamy

z wtasnosci okregu
wpisanego w trojkat,
z ktorej wynika, ze
AA1|=|AF|=|AD1|=a,,
A,B| = |BB,| = a, oraz |B,C| = |CF| = |CC;| = a3i|CiD| = |DD;| = a,.
AB|+|CD|=a; + a, + a3 + a4, |BC|+|AD|=a, + a3z + a; + a,.

Sumy diugosci przeciwleglych bokow czworokata sg rowne, zatem
w czworokat ten mozna wpisac okrag.

20. (R) Pole trapezu ABCD jest rowne S, a stosunek diugosci podstaw AB

60

i CD wynosi k. Przekatne AC i BD przecinajg sie w punkcie S i dziela
ks

trapez na cztery trojkaty. Wykaz, ze pole AASB jest rowne T

Zatozenie: He k: k> 0.
|CD|

k2S
(k+1)%

TEZH: PMBS e

D: Na podstawie cechy kkk AASB jest

podobny do ACSD w skali k, zatem

ISC| = x, |AS| = kx, |SD| =¥ i |BS| = ky.
1

PﬂCSD:E x‘y'Sin UCZPl;




PﬂA53=%kx'ky-sincc=k2.p1;

Prpsc =%x-ky-sin(180°—oc) :;Ll; kK x~y-sih=k-P;;

Paasp =5y - kx - sin(180°—oc) = %k - xky - sinx=k-P,.

Pole trapezu ABCD jest réwne sumie pél tréjkatéw i z zatozenia réwne jest
S, zatem

S=P1+2k'P1+k2'P1

S:(k—l—l)z-Pl ::>P1:

.. ¥°8

S
(k+1)2°

. (R) Wykaz, ze jesli p, q (przy czym q > p > 0) s3 dlugos$ciami
przekatnych rombu o kacie 30° to E =2 —+/3.

Zatozenie: p, q — dtugosci przekatnych rombu, g > p,
x = 30°.
Teza:g =2 —+/3.

D: Niech 'ACI = |BDI =1,
|<BAD| = 30°,
|AB| = |BC| = a, I{ABCJ =.150°,

Korzystajgc z twierdzenia cosinuséw
w A DAB:

p? = a* + a® — 2a? cos 30°, po
przeksztatceniu otrzymujemy:

p? = 2a? —3a?, p? = a?(2 —V3).
Z twierdzenia cosinuséw w AABC: g% = a? + a? — 2a? cos 150°, zatem
q° = 2a* +V3ad?, ¢% = a?(2 +V3).
Uwzgledniajgc obie zaleznoéci, otrzymujemy:
{pz = a*(2—v3)
q* = a?(2++3)

dzielgc stronami réwnania otrzymamy:

pz = aziz_@) : p2 &0 (Z—ﬁ)z
7= Zanm PO przeksztatceniach 3 aa

Obustronnie pierwiastkujgc, otrzymamy: g =2 —+/3.
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22. (R) W prostokacie ABCD wierzchotek C potaczono odcinkami ze
érodkami E, F bokéw AB i AD, za$ punkty G, H to punkty przecigcia sig
tych odcinkéw z przekatna BD. Uzasadnij, ze odcinki BG, GHiHD sa
rownej dlugosci.

Zatozenie: E F - $rodki bokow AB i AD.

Teza: |BG|=|GH|=|HD]|. D 2a C
D: Z zatozenia wynika, ze b S

AE| = |BE| = a,|CD| = 2a, 5
AF| = |FD| = b, |BC| = 2b oraz K G

DH| = x,|HG| = y,|GB| = z. b o

W zadaniu nalezy wykazac, ze

g ‘ : a n a
diugosci bokow sa rowne, zatem A K B

najprosciej bedzie skorzysta¢ z podobienstwa trojkatow.

AFHD jest podobny do ABHC (kkk) = ;% == Sy+z=2x
oraz AEGB jest podobny do ACGD (kkk) = ;y = ;ﬂ S X+ Y=z

Otrzymujemy dwie zaleznosci:

- = 2x —
{y+z 2% {z =73 O

x+y=22@ x +y=2(2x —¥)

uwzgledniamy powyzszg rownos¢: x +y = 2z, zatem 2x = 2z = X = Z,
wobec tego x = y = z, a to oznacza, ze |DH| = |HG| = |GB|.

23. (R) W rombie ABCD miara kata [<BAD| jest rowna g Na bokach AB

i BC wybrano punkty A; i B1 w ten sposob, ze |AA1|=|BB1|. Wykaz, ze
trojkat A1B1D jest tréjkatem rownobocznym.
D: Aby wykazaé, ze AA;B;D jest réwnoboczny, nalezy pokazac, ze

wszystkie boki s3 tej samej dtugosci lub wszystkie katy sa rowne i majg
miare 60°. D

a C
60°

Przyjmijmy, ze |AB| = a
i oznaczmy |AA,| = |BB;| = x. -
Wtedy |4B| = a — x. a
Korzystajac z twierdzenia cosinu- By
sow w trojkacie AAiD, AiBBi, X
B1CD, otrzymujemy: 60° |

A XA a—x B
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|A;D|? = a? + x?> — 2ax - cos 60° = |AD|?> = a? + x? — ax
|A1B1|?> = x*> + (a — x)? — 2x(a — x) " cos 120° = |A4 B, |2 =

=a*+ x* — ax
|B;D|? = a? + (a —x)? — 2a(a — x) - cos 60° = |B,D|? = a? + x% — ax.

Wszystkie boki majg takg samg dlugos$¢, zatem tréjkat AiBiD jest
trojkatem ré6wnobocznym.

24. (P) W trapezie, ktorego podstawy majg dlugosci aib, gdzie a > b,
suma miar katéw wewnetrznych przy dluzszej podstawie wynosi 90°.
Wykaz, ze odcinek Iaczacy sSrodki podstaw tego trapezu ma dhugosc

e
-
Zatozenie:a > b, a+ = 90°,
S1,S, — srodki bokéw AB i CD

-b D b S C
Teza: |5.S;| = ET -

D: Sporzadzmy rysunek

i wprowadzmy oznaczenia.
Przesunmy odcinek BC

o wektor EE; i odcinek AD

o wektor ﬁ,wéwczas SZF||BC, SZE||AD i |[EF| =a—b.

A E a S F B

Z zatozenia ¢ + f = 90°, suma miar katéw wewnetrznych w tréjkacie
wynosi 180°, to

|<ES,F| = 180° — (a + B)
|XES,F| = 90°,

zatem AE'S, F jest trojkatem prostokgtnym, w ktorym S, jest Srodkiem
przeciwprostokatnej. Z wilasnosci okregu opisanego na tréjkacie
prostokatnym wynika, ze |ES; | = |S;F| = |5,S5;|, zatem |5, S,| = a3

> -

25. (P) W okregu narysowano dwie Srednice ABiCD. Udowodnij, Ze
czworokat ACBD jest prostokatem.

D: Z zatozenia AB i CD s3 Srednicami okregu, zatem ich dtugos$ci sg réwne
2r 1 dzielg sie na potowy. Odcinki AB i CD sg przekatnymi tego
czworokata. Korzystamy z wtasno$ci: jesli przekqtne czworokqta sq réwnej
dtugosci i dzielq sie na potowy, to czworokqt jest prostokgtem.
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26.

27.
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Zadanie mozna rozwigzac takze inng metoda.

Miara kqta wpisanego opartego na Srednicy jest rcwna 90°.
|XACB| = |XCBD| = |&BDA| = |&DAC| = 90°.
Wynika z tego, ze czworokat ACBD jest prostokgtem.

(R) W wycinek kota o promieniu dlugosci R wpisano okrag o promie-

niu dlugosci r. Cieciwa tgczaca konce promieni wycinka kota ma
1.1

=—+-.

R a

diugos$¢ 2a. Wykatz, ze -

D: Zauwazmy, ze ASCO jest podobny do AADO na podstawie cechy kkk,
zatem:

Rr =aR — ar
Rr 4+ ar = aR.

Mnozac obie strony
F - 1
rownania przez —

aRr
Rr ar _ ar
aRr aRr  aRr’
1 1 1
S e
a R T

W tréjkacie ABC, w ktorym |AB| = ¢, |BC| = a,|AC| = b, |<BAC| = 2a.
n " a

Wykaz sina < ST

D: Z twierdzenia cosinuséw = a? = b% + ¢? — 2bc cos 2a. Z tozsamosci:

cos 2a = 1 — 2sin“a mamy:

a’* = b? + c? — 2bc (1 — 2sin%a) ©

© a® = b% + ¢? — 2bc + 4bc sina &
& a® = (b —c)? + 4bc sina.

(b — ¢)* = 0 - nier6wno$¢ tozsamosciowa,

wobec tego a* > 4bc sin‘a = C
2
i i
= SN € —.
4bc

7. zatozenia 0° < 2a < 180° =

= 0"« g« 90* =5sina >0
zatemsing < —
— 2vbc’

A




10.

11.

12.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO ROZWIAZANIA

Wykaz, ze trapez nie bedacy rownolegilobokiem jest réwnoramienny
wtedy i tylko wtedy, gdy ma réwne przekatne.

W rownobocznym trojkgcie ABC wybrano na bokach BC,AC,AB
odpowiednio punkty A,,B;,C; tak, ze BA; = CB; = AC,. Wykaz, ze
AA,B,C; jest rownoboczny.

Wykaz, ze dwusieczna kata prostego w trojkacie prostokatnym jest takze
dwusieczng kata miedzy Srodkowg 1 wysokoscia tego trojkata
poprowadzonymi z wierzchotka kgta prostego.

Wykaz, ze suma diugosci sSrodkowych tréjkata jest mniejsza od obwodu i
wieksza od 3- obwodu tego trojkata.

Wykaz, ze Srodki podstaw trapezu i punkt przeciecia sie jego przekatnych
sg punktami wspotliniowymi.

Punkty A,,A,,A5,...,A,, dzielg okrag na 24 rowne tuki. Wykaz, ze
|%A{BA¢| = 105°, gdzie B jest punktem przeciecia sie cieciw 4;4,,
i AcAqg.

Wykaz, ze jezeli kazda z dwoch przekatnych czworokgta wypuktego dzieli
go na tréjkaty o rownych polach, to ten czworokat jest réwnolegtobokiem.

Uzasadnij, ze pole trapezu réwnoramiennego, w ktérym przekatna o dtu-
gosci d tworzy z dtuzsza podstawg kat , jest rowne P = %dzsin 2.

Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |AB| = a,|BC| = b. Wykaz, ze od-
ab

Va2 +b?
Wykaz, ze srodkowe tréjkata dzielg go na szeS¢ tréjkatow o réwnych
polach.

legtosci wierzchotkow B i D od prostej AC s3g rowne

W tréjkacie réwnoramiennym ABC podstawa AB ma diugos$éc, zas kat

wewnetrzny przy podstawie jest rowny a. Uzasadnij, ze dtugosc srodkowej
cV1+8cos?a

4cosa

BD tego trojkata jest rowna x =

Wykaz, ze jezeli a, b, ¢ s3 dlugosciami bokow trojkata, a kat a jest katem

wewnetrznym zawartym miedzy bokami o dlugosci b ic,
2

()
to— <+ cosa > 1.
2bc

65



