9 » Geometria przestrzenna

Podstawowe informacje

Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

9.1. Jesdli dwie réwnolegte ptaszczyzny s3 przecigte trzecig plaszczyzng, to otrzymane krawedzie

przecigcia sq rownolegte.
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9.2. a) Prosta i ptaszczyzna sa prostopadte wtedy, gdy prosta jest prostopadta do kazdej prostej
lezacej na ptaszczyZnie i przecinajgcej dang prosta.
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b) Jesli prosta jest prostopadta do dwéch prostych lezacych na ptaszczyznie i przebija ptaszczyzne
w punkcie ich przeciecia, to jest prostopadta do tej ptaszczyzny.

9.3. Plaszczyzna r, jest prostopadta do ptaszczyzny 7, wtedy, gdy w plaszczyzZnie 7, jestzawarta
prosta prostopadta do ptaszczyzny r,.

9.4. Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Jesli prosta I przebija ptaszczyzne 7 inie jest do niej prostopadta, prosta I, jestrzutem prostokgtnym
prostej I na ptaszczyzne 7, prosta m lezy na ptaszczyznie 7 i przecina prosta /, to prosta m jest pro-
stopadta do prostej | wtedy i tylko wtedy, gdy jest prostopadta do prostej [,.
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9.5. Katem miedzy prostg I (przebijajaca plaszczyzng 7z inieprostopadta do niej) a ptaszczyzng «
nazywamy kat ostry o miedzy prostg [ a jej rzutem prostokatnym I, na ptaszczyzne 7.

Oznaczmy:
P, - pole powierzchni bocznej, P, - pole podstawy, P - pole powierzchni (catkowitej}, V - objetoé¢

Wielosciany

9.6. Graniastostupem nazywamy wieloécian, ktéry ma dwie przystajace $ciany potozone w plasz-
czyznach réwnolegtych (podstawy graniastostupa), a pozostate Sciany, zwane $cianami bocznymi, s3
rownolegtobokami. Graniastostup, w ktérym Sciany boczne sg prostokatami, nazywamy graniasto-
stupem prostym, a jezeli nie s3 prostokatami to - graniastostupem pochylym.

Pb = Zp 2 h i
V=,
gdzie 2p jest obwodem podstawy grania-

stostupa,
h - wysokoscig graniastostupa

9.7. Graniastostup prawidlowy jest to graniastostup prosty, ktorego podstawa jest wielokat fo-
remny.

9.8. Ostrostupem nazywamy wielocian, ktérego jedna ze $cian, zwana podstawsg, jest wielokgtem,
a pozostate Sciany sg tréjkatami o wspdlnym wierzchotku (nielezacym w ptaszczyZnie podstawy),
zwanym wierzchotkiem ostrostupa.

1
V=-3‘Pp'h,

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa

9.9. a) Ostrostupem prostym nazywamy ostrostup speiajgcy dwa warunki:
1) na podstawie ostrostupa mozna opisa¢ okrag
2) spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie

b) Nastepujace warunki s3 réwnowazne:

1) ostrostup jest ostrostupem prostym

2) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja jednakowg dtugo$¢

3) wszystkie krawedzie boczne ostrostupa tworzg jednakowe katy z ptaszczyzng podstawy.

9.10. Ostrostupem prawidlowym nazywamy ostrostup prosty, ktérego podstawg jest wielokat fo-
remny.

9.11. W podstawg ostrostupa mozna wpisa¢ okrag i spodek wysokosci ostrostupa jest §rodkiem tego
okregu wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie $ciany boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny
podstawy pod tym samym kgtem.




76

Bryly obrotowe

)

9.12. Walcem nazywamy figure geometryczng otrzymang przez obroét prostokata wokét prostej za-

wierajacej jego bok.
- P,=2nrh,

P=2nr(r+h),
V=mr’h,
gdzie r jest promieniem podstawy,
e h - wysokoscig walca
9.13. Stozkiem nazywamy figure geometryczng otrzymang przez obrot tréjkata prostokatnego wo-
kot prostej zawierajacej przyprostokatna tego trojkata.
P, =mrl;
P=nr(r+I );

V:Enrzh,
3

gdzie r jest promieniem podstawy,
h - wysoko$cig stozka,
[ - dhugoscia tworzacej stozka

9.14. Kulg nazywamy figure geometryczna otrzymang przez obroét kota wokoét prostej zawierajgcej
Srednice tego kota.

P=4nr?*;
Vzinﬁ,

3
gdzie r jest promieniem kuli

9.15. Przekrojem osiowym nazywamy taki przekroéj ptaszczyzng bryly obrotowej, ktéry zawiera o$
obrotu tej bryly.

9.16. Jesli figura przestrzenna F, (o objetosci V;, ) jest podobna do figury przestrzennej F (o objgtosci

Ve,

Vr ) w skali k, to =k’ (stosunek objetosci figur przestrzennych podobnych jest réwny szescia-

F
nowi skali podobienstwa).

Zadania zamkniete

9.1. Dane sg dwa szeS$ciany o objetosciach V, i V,, przy czym V, =3V,. Wtedy pola powierzchni P,
i P, tych szeSciandéw spelniajg rownosé:
A. P, =3P, B. P,=9P, C. P,=27P, D. B, =3/9P,

9.2. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma takg samg dtugosé jak kra-
wedz szescianu, a krawedZ boczna graniastostupa jest dwa razy dtuzsza od krawedzi podstawy. Sto-
sunek dlugosci przekatnej szescianu do przekatnej graniastostupa jest réwny:

A 1:42 B.1:2 C. 1:43 D. 1:3

9.3. Niech x oznacza odleglto$¢ wierzchotka sze$cianu od przekatnej, do ktorej ten wierzchotek nie
nalezy. Jezeli krawedz sze$cianu ma dtugo$¢ g, to:

A, 2x=a\/§ B. 3x=a\/g (64 2x=a\/§ D.az«/gx
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9.4. Przekroj szescianu plaszczyzna nie moze byé:

& ojkatem réwnobocznym B. kwadratem
C pieciokatem foremnym D. szesciokatem foremnym

2.5. Niech punkt 0 oznacza punkt przecigcia przekgtnych $ciany BCC, B,
szescianu ABCDA,B,C,D, (zobacz rysunek obok). Z tego wynika, ze:

A 401Bc,
B A0 1CB,

= Odlegtos¢ punktu 4 od $ciany BCC,B, jest réwna JAO] :
D. |40|#|D,0|

A B

9.6. W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym kat miedzy przekatng Sciany bocznej a sgsiednia
sciang boczng jest zaznaczony na rysunku:

A. B. G. D.

// 2

et

5.7. Podstawig graniastostupa jest n-kat (ne N, n>2). Suma miar katéw podstaw i wszystkich écian
bocznych tego graniastostupa jest réwna:

4 180°(n-2) B. 180°(n—1) C. 720°(n~2) D. 720°(n-1)
9.8. Liczba krawedzi sze$cianu ABCDA, B,C,D, skosnych do przekatnej AC; szescianu jest réwna:

A2 B. 4 C.6 D.8

9.9. W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym przeciwlegle krawedzie boczne tworza kat 60°.
Niech roznacza miare kata ptaskiego $ciany bocznej przy wierzchotku ostrostupa. Tak wiec:

A ae(0°,30°) B. o€ (30°,45°) C. ae (45°,60°) D. ae (60°,90°)

9.10. We wnetrzu szeécianu umieszczono czworoécian foremny w ten sposéb, ze wszystkie krawe-
dzie czworo$cianu sg przekatnymi $cian szeécianu. Stosunek objetosci czworo$cianu do objetosci
sze$cianu jest réwny:

13 B.2:3 C.1:4 D 2:5
9.11. Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa mayjg takg samg dtugosé. Z tego wynika, ze:

A. na podstawie danego ostrostupa mozna opisa¢ okrag

B. w podstawe tego ostrostupa mozna wpisac okrag

C. podstawa jego ostrostupa jest wielokgtem foremnym

D. wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym
katem.
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9.12. Podstawg ostrostupa prostego jest tréjkat o najdtuzszym boku 6 i najwigkszym kacie 150°, Jest
wysokos¢ ostrostupa jest rowna 9, to krawedz boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy poc
takim katem «, ze:

V3 9

2 3
A tgoa=— B. tgo=— Cteag=—r D.tea=—
g 3 g 3 g g 2

V3

9.13. Wszystkie $ciany boczne ostrostupa sa nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym
katem. Z tego wynika, ze:

A. na podstawie tego ostrostupa mozna opisa¢ okrag
B. w podstawe tego ostrostupa mozna wpisaé okrag

C. podstawa tego ostrostupa jest wielokgtem foremnym
D. wszystkie krawedzie boczne tego ostrostupa maja takg sama diugosé.

9.14. Podstawg ostrostupa jest n-kat foremny (ne N,n>2). Wszystkie krawedzie ostrostupa maja
takg samg dtugo$¢. Wéréd ponizszych zdan, wskaz zdanie fatszywe:

A. Moze sie zdarzy¢, ze n=3. B. Moze sie zdarzy¢, ze n=4.

C. Moze sie zdarzy¢, ze n=5. D. Moze sie zdarzy¢, ze n=6.

9.15. Ostrostup przecieto plaszczyzng réwnolegta do podstawy. Pole przekroju jest réwne potowie
pola podstawy ostrostupa. Plaszczyzna przekroju podzielita wysoko$é ostrostupa w stosunku:

A 1:(y2-1) B.1:1 C 1:2 D.1:3

9.16. Dany stozek o objetosci V przecigto ptaszczyzna réwnolegla do podstawy i przechodzacg przez

srodek wysokosci danego stozka, ktéra odciela maty stozek. Pozostata bryta po odcieciu matego

stozka ma objeto$¢ réwna:

A 1V B. g-V C. »-S—V D
2 4 6

4

8

9.17. W kule wpisano stozek w ten sposéb, ze koto wielkie kuli jest jednoczeénie podstawg stozka.

Jaka cze$¢ objetosci kuli stanowi objetosé tego stozka?

Al B. 1 Gas D. 3
6 4 3 8

9.18. Miedzy polem powierzchni P sfery opisanej na szescianie, a polem powierzchni p sfery wpisa-
nej w ten sze$cian zachodzi zaleznos¢:

A P=15p B. P=2p C. P=25p D. P=3p

9.19. W naczynie w ksztalcie walca, wypehione cze$ciowo wodg, wrzucono kule, ktéra zanurzyta sie
w wodzie catkowicie, podnoszac poziom wody w naczyniu o 1 cm. Jeli podstawa walca ma promien
6 cm, to promiefi zanurzonej kuli jest réwny:

A.lcm B.2 cm C.3cm D.4cm
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Zadania otwarte kroétkiej odpowiedzi

9.20. Wszystkie wysokosci $cian bocznych ostrostupa tréjkatnego sg réwne 10 cm i tworzg z plasz-
czyzng podstawy kat 75° Oblicz promien okregu wpisanego w podstawe. Zakoduj cyfre jednosci
1 dwie cyfry po przecinku zaokraglenia do 0,01 rozwiniecia dziesietnego otrzymanego wyniku.

9.21. Podstawa ostrostupa prostego jest trojkgt réwnoramienny o bokach dtugoséci 10, 10, 12. Wie-
dzgc, ze wszystkie krawedzie boczne ostrostupa maja dtugos¢ 15, oblicz sinus kata o miedzy wyso-
koScig ostrostupa a krawedzig boczna. Zakoduj trzy cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego
otrzymanego wyniku.

B 9.22. Wykaz, ze jesli w prawidlowym ostrostupie czworokatnym kazdy kat ptaski przy wierzchotku
ostrostupa ma miare 60°, to przeciwleglte krawedzie boczne sg do siebie prostopadte.

W 9.23. Dany jest ostrostup ABCD, w ktérym krawedzie AD, BD, CD s parami prostopadte. Pola $cian
bocznych ABD, BCD i ACD sg odpowiednio rowne P, P,, P,. Wykaz, Ze objeto$¢ V ostrostupa ABCD

2P B,

3
¥ 9.24. Podstawg ostrostupa ABCW jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym |4A|=90°, _1LB[= B,

jest rowna

IBC | =a. Punkt A jest spodkiem wysokosci ostrostupa. Sciana boczna BCW jest nachylona do ptasz-
czyzny podstawy pod katem o . Wykaz, Ze objeto$¢ ostrostupa ABCW mozna zapisa¢ w postaci

T
—sin“ 20 -tger.
SaSn2ftg
B 9.25, Wykaz, ze je$li w prawidtowym ostrostupie n-kgtnym wysokos¢ jest dwa razy krétsza od boku

]

podstawy, to kat nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ma miare ! ;
n

9.26. Podstawg ostrostupa jest trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne majg dtugosc 6 i 8.
Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa majg dtugo$¢ 13 cm. Oblicz:

a) sinus kata aznachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy;
b) tangens kata S nachylenia $ciany bocznej o najmniejszym polu do ptaszczyzny podstawy.

9.27. Podstawg ostrostupa jest romb, ktérego przekatne maja dtugoéé 7,5 cm i 10 cm. Wszystkie
Sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem /. Wiedzac, ze pole

powierzchni bocznej ostrostupa jest réwne 75 cm?, wyznacz S .

9.28. Podstawg ostrostupa ABCDW jest prostokat ABCD, w ktérym |AB|=a,

WAB i WDC nachylone sg do plaszczyzny podstawy pod katem o. Wyznacz tangens [, gdzie
oznacza kat, pod jakim sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pozostate dwie Sciany boczne.

BC|=b. Sciany boczne

M 9.29. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym kat miedzy dwiema sasiednimi §cianami bocznymi
ma miare 2¢ . Przez krawedz podstawy poprowadzono plaszczyzne prostopadia do przeciwlegtej
krawedzi bocznej ostrostupa. Wykaz, ze tworzy ona z plaszczyzng podstawy taki kat f, ze

Jg-tga-cosﬂ=1.

9.30. W ostrostupie prawidtowym ABCDE podstawa jest kwadrat ABCD o boku dtugosci a. Wiedzac,
ze wysokos¢ ostrostupa jest réwna H, oblicz odlegto$¢ d wierzchotka A od krawedzi bocznej EC.

B 9.31. W walcu i stozku sg rowne: promienie podstaw, wysokosci i pola powierzchni bocznych. Wy-
kaz, Ze kat rozwarcia stozka ma miare 120°.
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9.32. Wycinek kota, ktérego kat srodkowy jest réwny 240° , zwinieto, tworzac powierzchnie boczng
stozka. Oblicz cosinus kata rozwarcia tego stozka.

M 9.33. Réwnolegtobok ma boki dtugosci a i b. W wyniku obrotu tego réwnolegtoboku wokét boku a
powstaje bryta o objetosci ¥, wokét zas boku b - bryta o objetosci V,.Wykaz, ze V,:V,=b:a.

9.34. Na ptaszczyznie lezg cztery identyczne kule, z ktérych kazda jest styczna do dwdch sgsiednich.
Srodki tych kul s3 wierzchotkami kwadratu, w ktérym przekatna jest o 4 cm dtuzsza od boku. Srodek
symetrii kwadratu jest $rodkiem pigtej kuli umieszczonej pomiedzy czterema wyzej wymienionymi
kulami i stycznej do kazdej z nich. Wyznacz promien piatej kuli.

9.35. Na powierzchni kuli o promieniu R=+/1201 znajdujg si¢ dwa jednakowe okregi zawarte

w plaszczyznach wzajemnie prostopadlych. Wspélna cieciwa AB tych okregéw ma dtugo$é 14. Oblicz
promien r tych okregéw.

A
A

=

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

9.36. Podstawg szescianu jest kwadrat ABCD. Na dwéch $cianach bocznych tego sze$cianu poprowa-
dzono odcinki AM i AN (punkty M, N, leza na krawedziach bocznych), ktére tworzg odpowiednio
z krawedziami AB i AD katy réwne 30°. Wyznacz:

a) cosinus kgta MAN,

b) cosinus kata nachylenia ptaszczyzny (MAN) do ptaszczyzny (ABCD).

9.37. Stosunek wysokosci graniastostupa prawidtowego tréjkgtnego do krawedzi podstawy jest
rowny V2:1. Oblicz miare kata miedzy przekatng $ciany bocznej tego graniastostupa a sgsiednia
$ciang boczna.

B 9.38. Prostopadtoécian ABCDA,B,C,D, przecieto ptaszczyzna nieréwnolegta do podstawy ABCD. Ta
ptaszczyzna przecigta krawedzie boczne AA,, BB, CCy, DD; odpowiednio w punktach 4,, B,, C,,
D, . Wykaz, ze:

a) czworokat A4,B,C,D, jest réwnoleglobokiem

b) |A4,| +|CC,|=|BB,|+|DD|.

9.39. Podstawg ostrostupa jest tréjkat rownoramienny o bokach dtugosci a, a, b. Sciany boczne tego
ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem 45° . Oblicz objetos¢ ostrostupa.
9.40. Podstawg ostrostupa ABCW jest tréjkat ABC, ktérego boki majg diugoéé: |AB|=8, |BC|=3,
IAC f =7 . Wszystkie krawgdzie boczne ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem
60°. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

9.41. W ostrostupie prawidtowym tréjkgtnym kat przy podstawie $ciany bocznej jest rowny o .

a) Oblicz cos B, i cos f3,, gdzie S, jest katem nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy,

a f, jest katem miedzy sgsiednimi $cianami bocznymi ostrostupa.
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5) Podaj, w jakim zakresie moga zmienia¢ si¢ katy «, §,, 5,.

9.42. W czworoscianie trzy krawedzie wychodzace z tego samego wierzchotka sg parami prostopa-
dte i maja jednakowsg dtugos¢, réwng /2 . Oblicz odlegto$¢ tego wierzchotka od przeciwlegtej ciany
czworoS$cianu.

9.43. Dany jest nieskonczony cigg czworos$cianéw foremnych. Kazdy z czworo$cianéw (oproécz
pierwszego) ma wierzchotki w punktach bedacych $rodkami cigzko$ci $cian poprzedniego czworo-
scianu. Oblicz stosunek sumy objetosci wszystkich tych czworoscianéw do objetosci najwiekszego
z nich.

W 5.44. Podstawg ostrostupa ABCDW jest trapez prostokatny ABCD, w ktérym AB||CD, AD 1L AB,
AB|=25,|4D|=12,
‘est trojkatem prostokatnym.

CD[ =9 . Wysokos¢ ostrostupa jest krawedzig AW. Wykaz, ze $ciana boczna WBC

W

D

A yE

®5.45. Podstawa ostrostupa jest kwadrat. Wspélna krawedz dwéch $cian bocznych jest wysokoscig
tego ostrostupa. Dwie krawedzie boczne ostrostupa sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod ka-
tem 45°. Wykaz, ze kqt migdzy dwiema $cianami bocznymi, ktére nie sg prostopadte do ptaszczyzny
podstawy, jest rowny 120°.

®5.46. W ostrostupie ABCD krawedz AD jest wysokoécig,

AD|=|AB|=|AC| oraz |£BAC|= e . Niech
punkt P oznacza $rodek krawedzi BD, a punkt Q - érodek krawedzi DC oraz |/_’PAQ} = 3. Wykaz, ze
2cos f=cosa+1.

®9.47. Podstawg ostrostupa ABCD jest trojkat prostokgtny ABC, lLC |=90°. Sciana boczna ABD jest
przystajaca do tréjkata ABC, |BC|=|BD|, |AC|=|AD| i prostopadia do ptaszczyzny podstawy. Ozna-
czamy |£CAD|=a i |£CBD|= . Wykaz, ze cosa+cos f=1.

| 9.48. Dany jest szeScian ABCDA,B,C,D, o krawedzi dtugosci a. Przez punkty B, A, , D prowadzimy
ptaszczyzne.
a) Oblicz pole otrzymanego przekroju.
b) Wykaz, ze przekatna sze$cianu poprowadzona z wierzchotka 4 jest prostopadta do ptaszczyzny

przekroju oraz punkt wspélny tej przekatnej i ptaszczyzny przekroju dzieli przekatng w stosunku
112748

¥9.49. Dany jest szeScian o krawedzi dtugosci a. Przekréj ptaszczyzng przechodzaca przez przekatna
podstawy i odcinek taczacy Srodki dwéch sasiednich krawedzi przeciwlegtej podstawy jest trapezem

A . i . " 9
rownoramiennym. Wykaz, Ze pole tego trapezu jest réwne gaz :

9.50. Prostopadtoscian, ktérego podstawg jest kwadrat o boku 6 cm, przecieto ptaszczyzna przecho-
dzaca przez krawedz dolnej podstawy. Plaszczyzna ta przecina prosta, taczaca $rodki symetrii pod-
staw w punkcie, ktorego odlegto$¢ od podstawy dolnej jest réwna 4 cm. Oblicz pole otrzymanego
przekroju.

81
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9.51. Podstawg ostrostupa prostego ABCD jest tr6jkat prostokatny ABC, w ktérym mamy dane:
1£C|=90°, |AC|=|BC|, |AB|=c. Przez przeciwprostokatna AB i $rodek M przeciwlegtej krawedzi

bocznej poprowadzono ptaszczyzne i otrzymano przekrdj ostrostupa, ktérego pole jest réwne P. Ob-
licz pole $ciany bocznej ABD tego ostrostupa.

W 9.52. W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym poprowadzono przekréj ptaszczyzna przechodzaca
przez krawedzZ podstawy i srodek przeciwlegtej krawedzi bocznej tego ostrostupa. Wykaz, ze plasz-
czyzna przekroju podzielita wysokos¢ ostrostupa na odcinki, ktérych dhugosci pozostajg w stosunku
3 : 1, liczac od wierzchotka ostrostupa.

9.53. Na plaszczyznie lezg cztery identyczne kule o promieniu R, z ktérych kazda jest styczna do
dwach sgsiednich kul. Na tej plaszczyZnie lezy tez pigta kula, ktéra jest styczna do czterech kul
o promieniu R. Wyznacz promien piatej kuli.

W 9.54. Tréjkat ostrokatny réwnoramienny obracamy dookola prostej przechodzacej przez wierzcho-
tek trojkata i réwnolegtej do podstawy. Objeto$¢ otrzymanej bryly oznaczamy przez V;, a pole po-
wierzchni catkowitej przez P,. Nastepnie ten sam tréjkat obracamy dookota podstawy. Objetosé
otrzymanej w tym przypadku bryty oznaczamy przez V,, a pole powierzchni catkowitej przez P,.

a) Oblicz KZ-
Vi

b) Wykaz, ze JE—1<%<1.

1

9.55. W trapez prostokatny o kacie ostrym o mierze 30° mozna wpisa¢ okrag o promieniu r. Trapez
ten obraca si¢ wokét prostej zawierajacej jego kréotsze ramie. Oblicz objeto$¢ otrzymanej bryty obro-
towe].

9.56. Stozek i walec maja podstawy o takim samym promieniu oraz majg takie same wysokosci. Pole
powierzchni catkowitej stozka jest rowne polu powierzchni bocznej walca. Oblicz cosinus kata roz-
warcia stozka.

9.57. W stozek o wysoko$ci 8 wpisano kule o promieniu 3. Oblicz odlegtoéé punktéw stycznosci kuli
z powierzchnig boczng stozka od plaszczyzny podstawy tego stozka.

9.58. Rozpatrujemy stozki o tworzacej . Wyznacz sinus kata rozwarcia stozka o najwiekszej objeto-
$ci.

® 9.59. W stozek wpisano walec o najwigkszej mozliwej objetoéci. Wykaz, ze stosunek objetosci tego
walca do objetosci stozka jest réwny 4:9.

9.60. Na kuli o promieniu R opisujemy stozki. Wyznacz wysoko$¢ stozka o najmniejszej objetoéci.

"9.61. W kulg o promieniu R wpisujemy walce (tzn. okregi w podstawach kazdego walca naleza
do sfery wyznaczajgcej kule). Wyznacz promieni podstawy r i wysoko$¢ h walca o najwiekszej po-
wierzchni bocznej.

9.62. ProstopadtoScian, ktérego podstawg jest kwadrat o boku diugosci 10 i ktérego wysokosé jest
réwna 4, przecigto ptaszczyzng przechodzacg przez przekatna dolnej podstawy. Paszczyzna prze-
kroju przechodzi tez przez gérng podstawe prostopadtoécianu. Przy jakim potozeniu ptaszczyzny
pole przekroju jest najwieksze? Podaj, w jakim stosunku ptaszczyzna przekroju dzieli przekatna gér-
nej podstawy.
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3+|y-3= Vxt+ yZ ,gdzie y#3, Obie strony réwnania sg dodatnie, wiec réwnanie mozemy podnie$¢ stronami do kw= .
2

dratu. Obliczamy: 9+6|y-3| +(y=3=x2+)%, coyli 6ly—3|—6y+18=x". Jedli y<3,to otrzymujemy réwnanie parabet
& a

y= 1—;)(2 +3;jesli y>3, to otrzymujemy réwnanie x =0, ktére dla y >3 opisuje polprosta (otwarta), zawarta w osi ¢
.
b
9. Geometria przestrzenna 3
Zadania zamKkniete »
k-
9.1. D (11.2G) 3

Oznaczamy: a, - dtugo$¢ krawedzi szedcianu o objetosci V4, a; - dhugo$¢ krawedzi szeScianu o objetosci V, . Mamy wiec

ag =3ais skad a, = %al .Zatem P, = 6a% = 6-%50% = %Pl :

9.2. A (11.1G, 10.7G)

Ze wzoru (7.8) mamy: d, =av3, dg =ya® +a* +(2a)* =+/6a . Wobec tego ds:dg =43:46, czyli dg:dy =1: v2.
9.3. B (11.1G, 10.7G)
4 4 Narysunku obok tréjkat ABC jest prostokatny; |4B|=a, !AC' =ayz, BC|=a+3 ; x - ozna-
X cza wysokoSc¢ tego trojkata poprowadzong na bok BC. Ze wzordw (7.7b) i (7.5a) otrzymu-

p
jemy a«/’Z--ama 3-x,skad x=£=£, czyli 3x=an.
Ja g
C

9.4, C (9.5P)

W pigciokqcie foremnym zadne dwa boki nie sa réwnolegte. W sze$cianie $ciany sa parami réwnolegle i sa trzy takie pary.
Jesli ptaszczyzna przecina dwie $ciany réwnolegte, to krawedzie przeciecia s réwnolegle (9.1), wiec co najwyzej trzy boki
wielokata bedgcego przekrojem mogg by¢ parami nieréwnolegle. A zatem pieciokgt foremny nie moze by¢ przekrojem sze-
Scianu. Przekroje z punktdéw 4, B, D sg przedstawione na rysunkach ponizej.

N

9.5. B (9.1P)
Zauwazamy, ze |ABy|=|AC|, wigc trojkat ACB, jest réwnoramienny, A0 - §rodkowa poprowadzona na podstawe B;C jest
jednoczesnie wysokoscia, skad A0 L CB; . Odpowiedzi A i C odrzucamy, bo AB L (BCCyB, ), wiec |AB| jest odlegtoscia
punktu A od $ciany BCCyB; oraz trojkat ABC; jest prostokatny o przyprostokatnych AB i BCy, wiec odcinek 40 nie jest
prostopadly do odcinka BC, . Z kolei odpowiedz D jest niepoprawna, bo AABO=AD;C,0.

96. C (9.2P)

Wyznaczamy rzut prostokatny danej przekatnej na ptaszczyzne sasiedniej éciany bocznej. Plaszczyzna podstawy jest pro-
stopadta do Sciany bocznej, wigc kierunek rzutu punktu przekatnej nalezacego do tej podstawy jest wyznaczony przez pro-
stg prostopadia do krawedzi wspdlnej podstawy i Sciany bocznej (rzutni).

97. D (9.1P)




Odpowiedzi i rozwigzania 1 9 9

! Suma miar katéw w podstawach jest réwna 2- 180°(n - 2), a suma miar katéw w écianach bocznych wynosi 360°-n, zatem
l 2-180°-(n—2)+360° n=360°-(2n-2)=720°(n-1), gdzie ne N i n>2.
9.8. C (9.1P)
Przekatna AC; sze$cianu ma punkty wspéine z sze$cioma krawedziami szeScianu. Pozostate sze$é krawedzi jest skoénych
| do tej przekatnej.
Gigr R i (9.1P, 9.6P)

Niech krawedZ podstawy ma dtugo$¢ a. Przekroj p’raszczyznq zawierajgcg dwie przeciwlegle krawedzie boczne jest tréjka-
tem rownobocznym, skad krawed? boczna ma dhugo$é 2a. Sciana boczna jest tréjkatem réwnoramiennym o bokach diugo-
ci 2a, 2a, a, kat (ostry) & znajduje si¢ naprzeciwko boku diugoéci a. Obliczamy cose ze wzoru (7.14):

a> :(Za)2+(2a)2 —2-2a-2a-cosa, skad cosa=0,875. W przedziale [0“;) funkcja y=cosx jest malejgca; poniewaz

cosa > = c0s30°, wiec ae (0°, 30°). Warto$¢ cosinusa ¢z mozna obliczy¢ réwniez w nastepujacy sposéb: obliczamy

i sin = 950 = i , hastgpnie Korzystamy ze wzoru (6.7b) .
I 2 20 4
9.10. A (11.1G,11.2G)

Oznaczamy przez a krawedz sze$cianu; objeto$¢ czworosécianu foremnego jest réwna a° — 4%- (% a -a)-a , czyli ~31~a3 .

9.11. A (10.14G, 9.2P)

Zobacz (9.9a). Aby sig przekonad, Ze odpowiedzi B, C, D, sg fatszywe, wystarczy rozwazyc¢ ostrostup czworokatny, ktérego
podstawa jest prostokat (niebedacy kwadratem), a spodek wysokosci ostrostupa jest $rodkiem symetrii tego prostokata.

942, D (7.5R, 9.2P, 9.6P)
Niech h oznacza wysoko$¢ ostrostupa, h = 9 cm, r - promieri okregu opisanego na jego podstawie. Z wiasnoéci (9.9a) i ze
wzoru (6.2) mamy tga = -]:m . Z twierdzenia sinuséw (7.15) otrzymujemy R =2r,skad r=6 cm, wiec tgr = %: % :
9.13. B (10.14G, 9.2P)

Zobacz (9.11). Aby si¢ przekonad, ze odpowiedzi A, C, D sg fatszywe, wystarczy rozwazyé ostrostup czworokatny, ktdrego
podstawg jest romb (niebedqcy kwadratem), a spodek wysokoéci ostroshupa jest Srodkiem symetrii tego rombu,

914. D (9.1P)

Z warunkow zadania wynika, ze $ciany boczne ostrostupa sg tréjkgtami réwnobocznymi. Suma miar katéw plaskich przy
wierzchotku ostrostupa jest mniejsza niz 360° . Zatem n-60°<360° i n=3,skad ne {3, 4, 5}.
9.15. A (9.2R, 7.4R)

Przekroj 1 podstawa ostrostupa to figury podobne. Jedli k, k>0, jest skalg podobiefistwa, to k® =2, zatem k= ﬁ . Jesli

wysoko$¢ ostrostupa jest réwna h, a ptaszczyzna przekroju przecieta wysokoéé w odlegtosci x od wierzcholka, to E= 2 ;
X

o 1

~=h

L J2 __ 1

h—x Jz—*l_h Ji—l'
2

(s8]

1
czyli x=——=nh. Tak wiec
V2

9.16. D (11.2P, 74R)
Lsposéh - Obliczamy objetos¢ matego stozka w zalezno$ci od wysokoéci i promienia podstawy duzego stozka. Niech hir

oznaczajg odpowiednio wysoko$¢ i promienl podstawy danego stozka, V = %m,z -h . Maly stozek ma wysckosé %h i pro-

2
mien podstawy %r , azatem jego objetos¢ (9.13) jest rowna %-ﬂ : (—;— rJ %h , €O stanowi %V . Wobec tego bryta po odcie-

ciu matego stozka ma objetosc¢ %V .
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Il sposéb - Korzystamy z wtasno$ci podobienstwa figur przestrzennych. Maty stozek jest podobny do duzego w skali k =1§
Wobec tego (9.16) objetoéé matego stozka jest réwna k°-V, czyli -;—V . Objetos¢ bryty jest réwna %V .
9.17. B (11.26)

Niech R oznacza promien kuli. Wéwczas objeto$¢ kuli jest réwna %m‘i’3 , za$ objetos¢ stozka

wynosi %nRz -R , czyli jest cztery razy mniejsza od objeto$ci kuli.

9.18. D (11.2G)

Punkt przeciecia przekatnych szescianu jest $rodkiem obu sfer. Niech R oznacza promien wiekszej sfery, natomias:

r - promient mniejszej sfery. Woéwczas R = EEi HE —;-a , gdzie a - dtugoé¢ krawedzi szedcianu. Ze wzoru (9.14) mamy

2
2
P= 41{%} =3ma®; p :41'((%0:) =ma?; stad P=3p.

9.19. ¢ (11.2G)
Objetos$t wrzuconej do naczynia kuli jest réwna objetosci wypartej wody, czyli 36 © cm3. Niech r 0znacza promien kuli

Ze wzoru (9.14) mamy %tr‘g’ =36m,skad r=3 (cm).

Zadania otwarte krétkiej odpowiedzi

9.20. 21519 (9.2P, 9.6P, 6.5R)

Zauwazamy, Ze wszystkie Sciany ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny podstawy pod katem 75°, wiec spodek wysokosci

jest $rodkiem okregu wpisanego w podstawe (zobacz (9.11)). Ze wzoru (6.2) otrzymujemy rl%zcos75°, gdzie

VA3 21 o2
220 gy 4
znajdujemy na kalkulatorze). Tak wiec r=2,59. PrzybliZong warto$¢ cos75° mozemy rowniez odczyta¢ w tablicach mate-

matycznych, dostepnych na maturze.

9.21. 4| 1|s  (9.1P,9.6P)

r - promieni tego okregu; Na podstawie (6.6¢) obliczamy: cos75°= =0,25882 (przybliZzenie

Ostrostup jest prosty, spodek wysokosci jest srodkiem okregu opisanego na podstawie (9.9a). Poniewaz pole podstawy jest

réwne %-12-8:48, wiec ze wzoru (7.5¢) obliczamy promieri R tego okregu: 48:%'—1—2, skad R:%E. Zatem

sina :is—u = i =0,41666...
4-15 12

9.22. (9.1P, 9.6P)
W ostrostupie prawidtowym $ciany boczne s3 przystajacymi tréjkatami réwnoramiennymi,
w
Jesli katy miedzy ramionami majg miare po 60°, to znaczy, Ze $ciany boczne s3

tréjlkatami réwnobocznymi, czyli wszystkie krawedzie ostrostupa majg takg
sama diugos¢. Oznaczmy te diugos$¢ przez a. Rozwazmy trojkat ACW (zobacz ry-

¢ sunekobok). Mamy: |AW|=a, |CW[ =a, |AC|= a2 . Pokazemy, ze |<Acw|=90°
0 na dwa sposoby.
A B

1sposéb - Poniewaz |AW]2 +|CW‘2 = |Ar1."|2 , wigc na mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa (7.9) tréjkat
ACW jest prostokatny, AW L CW . Podobnie mozna pokaza¢, ze DW L BW , c.k.d.



Odpowiedzi i rozwigzania

1l spos6b - Prowadzimy w tréjkacie réwnoramiennym ACW wysokoéé poprowadzona na podstawe AC. Otrzymujemy dwa
tréjlaty prostokgtne przystajace. Poniewaz cos|4A| = ‘Jzi , wiec | 4A| =45°= | 4(:| i | Z4 WC] =180°—2-45°=90°. Analo-
gicznie miary katéw w tréjkacie DBW sg réwne 45°, 45°, 90°, c.k.d.

9.23, (5.1P, 11.2G)

1 spos6b - Przyjmijmy oznaczenia: |AD|=a, |BD|=b, |cD|=c . Wéwczas: P, = %ab, P, :é—bc i B :%ac oraz

\/T ‘/Z-iab-lbc-iac ‘/-;-azbzcz
P, .P,-P
V:%-Gab].mi’zi (zobacz (9.8)). Z drugiej strony 13 2Dl 2 32 U . =3-§E=V,c.kd.

11 sposéb - Przy oznaczeniach jak w I sposobie mamy: V:%-Pl-c, V:%Pa—a, V:%Pyb,stqd V3=§:E7—-P1-P2-P3-abc,

2-B-B-P
¥ =i-P1 B-P '6~ﬂ, A :E-Pl PPV, V2 :E-P1 -P,-Py. Ostatecznie otrzymujemy V=Y-——1"2"3
27 6 9 9 3
9.24, (9.6P, 6.5R)
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok. Z twierdzenia (9.4) wynika, 7e w
1

|£ADW | =or . Wtedy (6.2) |AB|=acos 8, |AC|=asin B, skad Pyp¢ =Ea2 sin Bcosf3.
Ponadto |AD|=asin fcos 8 oraz |AW|=asinBcosStger . Obliczamy objetost V
ostrostupa: [

11, 1.5 .5 2 @ 0‘9’
V ==-—a"sin fcos f-asin fcos f-tgor=—a”sin* fcos” f-tga=—sin" 24 tga, “.

312 6 24 A o c
c.kd. W ostatnim przeksztatceniu wykorzystaliémy wzoér (6.7a). B D
9.25. (9.2P,9.6P)

Rysunek obok przedstawia fragment prawidiowego ostrostupa n-kagtnego.
Wprowadzamy oznaczenia: |AB|=a, |OW|:—Z—, IAAOS|:%\4AOB|:0:,

£ - kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy. Mamy
1 360° 180°

2 n n

a:—1—|LAOB|=
2

1sposéb - Korzystamy z przystawania trojkatéw prostokatnych, AOSA=AOSW
(cecha bbb, (7.10a)), mamy bowiem OS - wspdlna przyprostokatna,

low|=|as| = % . [04|=|ws| (2 twierdzenia Pitagorasa). Zatem |£504|= =23 =| cosw|= g, cicd.
n
a
P lowl_ 5 _lasl_. . :
Il sposéhb —‘Korzystamy z wlasnosci funkcji tangens. Mamy tgf =|O_S| :|0—5;|-=W= tga i o, fe(0°, 90°). W przedziale

o

(0°, 90°) funkcja tangens dla réznych argumentéw przyjmuje rézne wartosci, wigc f=g = 190 , ck.d.

9.26. a) sina:% b) tgf=3 (9.2P, 9.6P, 7.2R)

a) Ostrostup jest prosty (9.9a); spodek wysokosci jest $rodkiem okregu opisanego na podstawie, w tym przypadku rod-

kiem przeciwprostokatnej. Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy wysoko$¢ H ostrostupa: H =v13%-5% =12. A zatem

: 12
sinar=—.
13

b) Ze $rodka przeciwprostokatnej tréjkata w podstawie prowadzimy odcinek prostopadiy do krotszej przyprostokatnej;
jeston réwnolegty do trzeciego boku tréjkata. Z twierdzenia Talesa dzieli on bok dtugoéci 6 na potowy, z twierdzenia (7.13)
ma diugos¢ 4, Wysoko$¢ Sciany bocznej o najmniejszym polu oraz poprowadzony odcinek wyznaczajg kat £ Wobec tego

12
t =—=3.
gs 3
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9.27. f=60° (9.2P, 10.7G, 10.22G)

=

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Pole powierzchni bocznej ostrostupa jest C o
rowne 4%&1-11 , gdzie a - dtugoé¢ krawedzi podstawy, h - wysoko&¢ Sciany bocznej, -
2
;S
2ah=75 (cmz). Z twierdzenia Pitagorasa a® = 13 +52 = &5 , skad a :E. A za-
4 16 4 B
tem %h =75, czyli h=6 (cm) Obliczamy wysoko§¢ H rombu (wzory (7.28a), &
2
(7.28c)): %-H:é—?,&lo , skad H=6(cm). Tréjkat ABC jest réwnoboczny, wiec
p=60°.
b
9.28. tgfi=—tga (9.2P, 9.6P)
a

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Punkt O - spodek wysoko$ci ostro-

stupa. Zauwazamy, Ze [OK|=|OM‘=%, bo AOKW =AOMW (cecha Kbk,

(7.10c)); analogicznie |ON|=|0L| :%, bo AOLW =AONW . Tak wiec punkt O

ow
jest $rodkiem symetrii prostokata ABCD. Obliczamy: tga=¥, skad
2
. OW| b-tga-2 b-tgo
|0W!:—b tga{,tgﬁ=l |: 8% = g .
2 a 2-a a
2
9.29, (9.2P, 9.6P)

Przekrdj jest tréjkatem réwnoramiennym, ktérego kat miedzy ramionami jest réwny
2¢r . Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku obok.

a3

Punkt E jest §rodkiem krawedzi AB, niech |AB| =a .Wobwczas h= T 5 %: cosf3,

EGE =tgo (zobacz (6.2)), wigc d= 92@~ cosff oraz a=2d-tger, skad

J?:tga‘cosﬁ: 1,ckd.

2aH
ST M AN (9.1P, 10.9G, 7.3P)
2H? +a?
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Na rysunku obok odcinek AF jest wysoko- E
5cig tréjkata ACE, |AF | =d,
: : ay2 -H 2
I sposohb - Korzystamy ze wzoru na pole P tréjkata ACE: P = —— Z drugiej strony

2
P=-;-|EC|-d. Obliczamy |EC| z twierdzenia Pitagorasa: H2+(¥] =]EC|2, skad

Jan? 4242 VaH? 124 2aH
= .

. Mamy aﬁ'H:T-d;czyli dz

Jecl-

F
b €
0

B

2H? +a*




Odpowiedzi i rozwigzania

1 sposéb - Korzystamy z podobiefistwa tréjkatéw ACF i EOC, gdzie O - spodek wysokosci ostrostupa. (kat ACE wspolny,
A |AF| |Ac| ) ! _ :

!4E0q=|LAFC| =90°, cecha kkk, (7.11a)). Wowczas ﬁz]}iﬂ_’ czyli d-]EC| =H-a2. Nastepnie obliczamy |EC| jak

w 1 sposobie.

9.31. (9.3P,9.6P)

Oznaczamy: R - promieri podstawy (walca i stozka), h - wysoko$¢ (walca i stozka). Pola powierzchni bocznych bryt (9.12),

(9.13) s3 réwne, wiec TRYh* +R* =2nRh, skad R=J§h. Niech rysunek ponizej przedstawia przekréj osiowy stozka,
Zor - kat rozwarcia stozka.

V3-h

tga=£}fh*=~/§ i e (0°,90°), wiec @=60°, skad 2x=120°, c.kd.

9.32. % (10.4G, 9.3P, 9.6P, 6.5R)

Niech / oznacza tworzaca stozka, r - promieri podstawy stozka 2a - kat rozwarcia stozka.

r

Poniewaz it = - , wiec L % ; Zdrugiej strony % =sina . Ze wzoru (6.7b) mamy cos2a¢=1-2- % =

1
2nl  360° i 9’

9.33. (11.2G, 9.6P)
Niech o oznacza miare kata ostrego réwnolegtoboku. Wéwczas r - promiefi pod- a

stawy stozka réwny bsin e . Jedli od bryly odetniemy stozek i przeniesiemy w miejsce
wycietego stozka, to otrzymamy walec o promieniu podstawy r i wysokoéci a; zatem b

Vi=m -ab® sin’a. Analogicznie, obracajac réwnolegtobok wokét boku b otrzymamy

bryte, ktérej objeto$¢ jest réwna objgtosci walca o promieniu podstawy asin ¢ i Wy- -~ e
2

2 s
s 5 ; Vi m-ab”-sin
sokosci b, czyli V, =m-ba® sine . A zatem -1 =

Gleinh
V» 1-ba®-sinfe a

934, 2cm (9.3P,9.1R)

Niech rysunek ponizej przedstawia przekroj czterech kul ptaszczyzng przechodzaca
przez $rodki 0y, 0,, 03, O, tychkul.

Niech R oznacza promien kazdej z czterech identycznych kul, a r - promiefi piatej
kuli. Zauwazamy, ze 2r=|0;03|-2R, czyli 2r=4, r=2(cm).
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9:350a0 i r=25 (5.3P, 9.1R)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Punkt C jest $rodkiem odcinka AB. Tréjkaty BCO, i A0,0 sa prostokatne,

|(.‘02|=|010|zd. Na mocy twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy uklad réwnan

72 4d?=r d=24 .
skad . Promien okregéw jest réwny 25.
r2+d? =(V1zo1) &

Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

9.36. a) 71‘; b) g (9.1P, 9.2P, 7.5R, 6.5R)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok: |£MAN|=c, |NP|=|PM|, |£0AP|=p
|<BAM|=|£DAN|=30°, krawed? podstawy ma dtugo$¢ a.

N
a) Wyznaczamy dtugo$¢ bokéw tréjkata AMN i otrzymujemy: |AM|=|AN]| :%, : M
|MN| = av2 ; cosar obliczymy na dwa sposoby: D i C
I sposéb - Stosujemy twierdzenie cosinusow (7.14) do tréjkata AMN: XL 0|
202:£+i?__2.f‘a_2cosa skad cosa—i A ’
3 3 3 4

11 sposob - Korzystamy z faktu, Ze trojkat AMN jest rownoramienny i obliczamy najpierw sin% . Otrzymujemy

sin—=—*—=—— Nastepnie stosujemy wzér (6.7b): cosar=1-2-

1
2 2a 4 4’

a5 s BT [”ﬂl

d i .
. Poniewaz

JBa
o

b) Wysokos¢ AP w tréjkacie réwnoramiennym AMN, poprowadzona na podstawe MN ma dtugosc |AP‘ =

o2 40 _J3_J5
|A0| —— , wiec cosf = FGTWJS_- =

9.37. 30° (9.2P, 9.6P)

Wprowadzamy oznaczenia: a - dugos$¢ krawedzi podstawy, h - wysoko$¢ graniastostupa. Gy

Szukany kat @ jest utworzony miedzy przekatna AC;, a rzutem prostokatnym tej prze-

katnej na ptaszczyzne Sciany CBB;C; czyli odcinkiem C;D.Z twierdzenia o trzech pro- A v B,
stych prostopadtych (9.4) |£C;DA|=90°, bo ADLCB i CD - rzut prostokatny odcinka
|an|

J4ci|’

C1D na plaszczyzne (ABC). Zatem sina= Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

a3
= C
a®+h* = ACl , skad |AC; ﬂ\/_a Poniewaz [AD| = ‘r , wiec snmz—L:l o jest
D

a3 2’ >

katem ostrym, wobec tego ar=30°.

9.38. ) (9.5P)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.




Odpowiedzi i rozwigzania 2 O 5
D, Gy
> = a) Sciany w prostopadtoécianie s3 parami réwnolegte, zatem na moc_y twierdzenia
4 1 (9.1) otrzymujemy 4,B;||C2D, oraz A,D,||ByC,, co znaczy, Ze czworokat
AyB,CyDy jest réwnolegtobokiem.
A, 0

c b} Punkt 0, jest punktem przeciecia przekatnych A;C; i ByD, réwnolegloboku
2

A;B,C, D, . Jest wige punktem dzielacym te przekatne na potowy (7.27). Rozwazmy

czworokat AACC, . Jest to trapez (44, || CC,), w ktbrym |Ady|+|CC,|=2/00,| (zo-

D & bacz zadanie 5.54). Podobnie czworokat D,DBB, jest trapezem, w ktérym
0 |BBy| +|DD,| =200, . Zatem |AAy| +|CC;| =|BB,|+|DDy|, cka.

| 9.39, %bz(Zamb) (9.2P, 11.26)

Z warunkéw zadania wynika, ze spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem
okregu wpisanego w podstawe tego ostrostupa (zobacz 9.11). Przyjmujemy
oznaczenia jak na rysunku obok.

|oD|=r - promiei okregu wpisanego w podstawe ABC. Poniewaz

[AWDO! =45°, wiec tréjkat WDO jest trojkatem prostokgtnym réwnoramien-

nym, skad |0D{=r =|0W|=~h. Obliczamy pole P podstawy ABC ostrostupa
p wy

2
(7.5a) P= -%b a® ~i’4— :%b\/ 4a® —b?* . Obliczamy ri h (7.5d):

_ by4a? - p?

. ; 1 Eoan
r=h= . Obliczamy objetos¢ V ostrostupa (9.8) V =—5b“(2a—b).
e y obje pa(9.8) V= —b"(2a-b)

9.40. 143 (9.2P, 9.6P, 7.5R, 11.2G)

Na mocy (9.9) stwierdzamy, ze ostrostup jest prosty, zas spedek wysokosci ostrostupa jest érodkiem okregu opisanego na
podstawie. Wprowadzamy oznaczenia: H - wysokoé¢ ostrostupa, R - promiefi okregu opisanego na podstawie. Objetosé

ostrostupa jest réwna V = %Pp -H oraz H=R-tg60°= R\E . Obliczamy P, iR.
Sviag] 9.

’

I sposéb - Korzystamy ze wzoréw (7.5€), (7.5¢) na pole tréjkata. Mamy p=

P, =4/9-(9-3)-(9-7)-(9-8) = 6v3 . Wowczas 3;8 —6y3 , czyli R=—. Zatem V=%-6\/§-—7~3~-J§=14J§.

V3 V3

Il sposdb - Korzystamy z twierdzenia cosinuséw (7.14) i z twierdzenia sinuséw (7.15). Niech ﬁ=|£ABC1 . Wéwczas

70 =82432-2.8.3.cos g, czyli cos :%, skad f=60°. Zatem P, :—;—-8-3‘sin60°:6\/§ oraz — iacw =2R, czyli
sin
R= % . Nastepnie objetosc ostrostupa obliczamy tak, jak w [ sposobie.
3

gy cosﬁi=%§—; cosﬁzzzsm o 1[ cos2a
ga

—|=—— ] b) ae (30°90°); B e(0°,90°), B, (60° 180°)
2sin“ 2sin“ o

(9.2P, 9.6P)

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku ponizej:
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Punkt P jest srodkiem krawedzi BC. Oznaczamy diugos¢ boku trojkata réwno-

aJ_

bocznego w podstawie przez a. Zatem |WP|= atsaf i |opl= [AP|
lor| _ 3 . . A b 3

cos ff; =7——r=———. Punkt @ jest spodkiem wysokosci AQ (w tréjkacie ACW)
|wp| 3tge

i wysokoci BQ (w tréjchie BCW). Obliczamy  |BQ|. Mamy

atga |BQ| a-sina. Obli-

|~

ﬁ|CW| |BQ|= “|BC| WEl; . 5 zcosa

czamy cos/f,. Stosujemy twierdzenie cosinuséw (7.14) do tréjkata ABQ. Otrzy-

2sin‘a-1 [_ —cosZa']
2sin’ o

mujemy cosf, = v
sin“ o

9.42. —3- (9.2P, 10.9G, 11.2G)

I spos6b -~ Ustawiamy czworoécian w taki sposéb, ze podstaws jest jeden z trajkatéw prostokatnych réwnoramiennych,
D ktérego przyprostokatne majg dtugosc \E i JZT . Prowadzimy wysoko$¢ hy po-
stawy i wysoko$¢ h, $ciany bocznej, majace punkt wspélny E; hy =1, h, =J§ )

Tréjkat ECD jest prostokatny. Szukana odlegto$¢ x jest wysokoscig tréjkata CDE,
poprowadzong na bok ED. Korzystamy ze wzoru na pole tréjkata (7.5a) i (7.7b):

hy %'hz-x:%-hﬂCDl,skqd 3x =42 ,czpli x=2
; Il sposéb - Ustawiamy czworo$cian w taki sposdb, ze podstawg jest éciana o naj-
X wiekszym polu (AABD). Wtedy szukana odlegto$¢ x jest wysokoscig ostrostupa.
B N E Korzystamy ze wzoru na objetos¢ ostrostupa, ktérego podstawg jest tréjkat réw-
N ho 2
c - 4 hoboczny o boku 2. Wéwczas V —% ¢ Jﬁ x,czyli V= gx . Z drugiej strony
3
1% :%%-|CA|-]CB|~|CD| , skad V:%(JE) :_«/5_2_ .Zatem /3x=+/2 , czyli x =§ :

9.43. 27:26 (11.1G, 11.2G, 5.3R)

Niech a oznacza dtugos¢ krawedzi najwiekszego czworoscianu foremnego. Rysunek B

obok przedstawia najwiekszy czworo$cian i krawedz $;5, drugiego czworoécianu.

Wyznaczamy |S;5,| w zaleznoéci od a.

[ sposéb - Rozwazamy przekrdj najwigkszego czworo$cianu ptaszczyzng (ABC).

cs 514
Mamy u 1 = | .zatem Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa (7.25)
|| ]szB|
; ) S5, _|CSq| 1
mamy 515, || AB. Stad tréjkaty 5,S,C i ABC s3 podobne; |1—2z~m—1u=w-,
y 515211 ad tréjkaty 515 ap TR
; 1
wiec |S152|-—_§|1=1B]:~
1L sposéh - W tréjkacie §;CB mamy cos(zslcsz)=-;: Nastepnie obliczamy: [CSl|fICSZ]*l a3 af . Stosujemy twier-

dzenie cosinuséw (7.14) do tréjkata S,CS; i obliczamy: |S,S,|= -é—a . Podobnie mozna wykazaé, ze krawedz kazdego kolej-
nego czworo$cianu jest trzy razy krotsza od krawedzi poprzedniego czworoécianu. Objeto$¢ V najwiekszego czworoécianu

@"f‘ﬁ p Lz 1

2
, objetos¢ V; drugiego czworoécianu jest rowna —~——, czyli , —V . Zatem objetos¢ kaz-
1€ 1 gleg J 12 A 27 12 ' 27 1€

dego kolejnego czworoécianu jest 27 razy mniejsza od objeto$ci poprzedniego czworo$cianu. Objetosci czworoécianéw

3
: . a
jest rowna




Odpowiedzi i rozwigzania 2 0 7

3

tworzg szereg geometryczny (4.9) o pierwszym wyrazie

a’yZ
1z _27 a2 _27,
1L 226, 112: ;26
27

iilorazie g= % ; q€ (—1, 1) , wiec jest to szereg zbiezny.

Obliczamy sume S tego szeregu: S =

9.44. (9.1P)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Obliczamy |AC|. Na podstawie twier-

W
dzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkata ACD otrzymujemy ]AC]=15. Obli-
czamy ]CB| . W tym celu prowadzimy wyscko$¢ CE trapezu i otrzymujemy trojkat
prostokatny CEB, w ktorym |CE| =12, ’EBI =16. Do tego tréjkata stosujemy po- 5
nownie twierdzenie Pitagorasa i otrzymujemy ’CBI =20. Nastepnie, na podstawie X
twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa (7.9) otrzymujemy, ze tréjkat ,
E B

ABC jest prostokatny. Mamy bowiem A
|Ac]” +]cB[* =157 + 20% = 225+ 400 = 625 = 257 =| 4B

Tak wigc AC LCB. Odcinek AC jest rzutem prostokatnym krawedzi CW na plaszczyzne (ABCD), bo z zatozenia AW jest
wysokoécig ostrostupa. Zatem, na mocy (9.4) CW L CB, czyli tréjkat WBC jest trojkatem prostokatnym, c.k.d.

9.45. : (9.2P, 9.6P, 6.5R)

Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku obok. Niech krawed?Z podstawy ma dtu-

goé¢ a. Sciany boczne DAW i DCW s3 tréjkatami prostokatnymi, przystajacymi (ce- 4
cha bkb, (7.10b)). Rzutem prostokatnym krawedzi bocznej AW na plaszczyzne
podstawy (ABCD) jest krawedZ AD, podobnie krawedzi CW - krawedZ CD. Zatem
|ZDAW| =|<DCW|=45°; [pw]=a,|awW]|=|cw|= av2 . Ponadto podstawa ostro-
M
stupa jest kwadrat, wigc (9.4) otrzymujemy | £BCW|=90°=|ZBAW| . Niech punkt
M nalezy do krawedzi BW oraz AM L BW | CM L BW . Sciany ABW i CBW tworza o

kat, ktérego miara (oznaczamy jg ¢) jest rowna mierze kata ptaskiego AMC. Wy- G
znaczamy diugosci bokéw trojkata AMC: |AC|=av/2, |AM|=|cM|. Diugos¢ od- D

A
cinka AM wyznaczamy ze wzoru na pole tréjkata ABW: -zl—-a a2 = % |BW|-|aM|.

Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do tréjkta ABW mamy |BW|=1/a® + (a\E )2 =3 a, wigc |AM|= a;{g . Z twier-
dzenia cosinuséw (7.14) otrzymujemy 2a% = %az +§az =9 %az coser, czyli cosar = —% ,skad =120°, ckd.
9.46. (9.1P, 6.5R)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok oraz |AB| = |AC‘| =JAD| =da, IBC‘ = b
m/"
Poniewaz AABD = AACD (7.10b), wiec |BD|=|CD|=av2 i [AP|=]|AQ|=—=.Sto-
sujemy twierdzenie cosinusow (7.14) w tréjkacie ABC. Mamy:
278
3.3 B ab 1o a° a° a 1

X"=a"+a"-2a°cosea, skad (1) —x“=—+———cose; |PQ|==x (7.13).

ad (1) i Topa PQ| > (7.13)

Stosujemy twierdzenie cosinuséw do tréjkata APQ.

2 2
)
-—];XZ:. gm@ e EJ_E E_Zi DSﬁ (2] £X2=E-—+£——G2C05ﬂ.
4 2 2 2 4 2 7
Przyréwnujemy prawe strony réwnosci (1) i (2) A
. SR, 2 2
aits. as g a“l d 2 o T
—+———cos&=—+—-—a"cosfF,czyli ———=cosa=1-cos B ,skad 2cos f=cosa+1,ckd.
4 4 2 £ 2 2 Py 2 ZCOS p ‘ A
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9.47. (9.2P, 9.6F, 7.5R, 6.5R)
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku obok. |BC| =|BD|=a, |ac|=|aD|=b,
|CD|=x ; h - wysokos¢ tréjkata prostokatnego poprowadzona na przeciwpro-

stokatng. Mamy: |AB|=va®+b* . Wyznaczamy h, x w zaleznosci od a i b,

l-a~b=l-h-\‘a2 +b? (7.5a); h =—ab--». Trojkat COD jest tréjkatem pro-
2 Va? + b?

P
J—Z_ab

stokatnym réwnoramiennym, wiec x:ﬁ h, czyli x=———=. Wyzna-

\ia2+b2

czamy cos¢ i cosf3 .

2a°b*
|_sposéb - Stosujemy twierdzenie cosinuséw (7.14) do tréjkatéw CAD i BCD. 5= 2b* —2b° cosar, skad
a“+b
2 a2 p? -
cosa = - Analogicznie otrzymujemy cos ff =———. Zatem cos@+c0s f=————+——=1, ckd,
a’ +b* g a* + b* e e

1T sposob - Korzystamy z faktu, Ze tréjkaty CAD i BCD s3 tréjkatami réwnoramiennymi. Obliczamy sin% i sinw‘—g-.

2
sin—qﬁ Z sin£~—-—b———~ Nastepnie korzystamy dwukrotnie ze wzoru (6.7b) i wyznaczamy cosex
2 ‘E ,a2+b2 2 Jz- /a2+b2 '
2
a b? a*
i cosf: cosa=1-2 =—5— - Podobnie cos f=— 5 wige cose+cosf=1, ckd.
JZNa? b | a+b a*+b
2
9.48. a) 2 f (9.2P, 9.5P)
a) Przekroj jest trojkatem réwnobocznym o boku dtugosci a2 .
D € b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku ponizej.
0 Ptaszczyzna przekroju (AIBD) przecina plaszczyzne (AAlClL‘) zawierajaca przekatng
% AC; wzdtuz prostej A,0. Proste 40 i AC; przecinaja sic w punkcie, ktéry ozna-
(2 ; . a0 1 |ap| o
czamy jako P. Rozwazamy trapez A4;C;0. Mamy =—=-———— (ostatnie dwie
|41C] 2 |eyp|
rownoéci wynikaja z podobiefstwa tréjkatéw OAP i4CP; zobacz (7.11)),
D, €, atoznaczy, ze punkt P dzieli przekatng AC; wstosunku 1:2.Aby wykazaé, ze prosta
ACq jest prostopadta do plaszczyzny (AlBD) stosujemy (9.2b). Odcinek 4,0 jest wy-
1 B]

sokoscig w tréjkacie réwnoebocznym A1BD i punkt P dzieli te wysoko$¢ w stosunku

1:2, jest wigc Srodkiem cigzkosci tego tréjkata. To spostrzezenie pozwala obliczy¢ diugo$é bokéw - na przykiad - w tréj-
katach OAPi DAPi- po dwukrotnym zastosowaniu twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa (7.9) mozna stwier-
dzi¢, Ze pr. ACy jest prostopadta do prostych OP i DP, wiec jest prostopadta do ptaszczyzny A;,BP.

9.49. (9.5P)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Na mocy 9.1 podstawami trapezu sa 7
odcinki zawarte w krawedziach wspélnych ptaszczyzny przekroju z dwiema pod-

stawami sze$cianu. Odcinki te majg dlugoséé a2 oraz E{—z . Niech punkt P oznacza

srodek jednej podstawy, S - $rodek drugiej podstawy trapezu, za$ Q - rzut prosto- a

katny punktu P na przeciwlegly podstawe szeicianu. Wowczas [QS|=%aJ2_ .

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy |PQ|2 +|QS|2 =|ps IZ , skad : 0
a

S
2 @  3a . .
|P S 1 =4/a° + — =—=. Obliczamy pole P, trapezu (7.26)
8 J§




Odpowiedzi i rozwigzania

a2

a2+2 3¢ 3ay2 3a 9 4
P = e, =g,
2 R N
9.50. 60cm® (9.5P)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Sciany prostopadtoscianu sa parami rownolegte, Dy o
zatem (9.1) AF||BE i AB||FE, czyli przekrdj ABEF jest réwnolegtobokiem. Poniewaz A > %
pr.AB Lpr.BB; i pr.AB Lpr.BC, wigc (zobacz (9.2)) pr.AB L pr.BE , czyli réwnolegtobok ' :
ABEF jest prostokatem. Z warunkéw zadania wiemy, ze rKOI =4 cm. Punkt O jest Srodkiem E G E
odcinka HJ, podobnie punkt K jest érodkiem odcinka HG. Zatem na mocy (7.13) mamy
|G]| =2-|KO| =8 cm, |CE|=|GJ|=8¢cm, |BC| =6cm, wiec z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata
prostokatnego BCE otrzymujemy |BE|=10cm. Tak wigc pole przekroju ABEF jest réwne Kl 8 €
610 (cm?), czyli 60 cm?. 7 |fo
D G
6
A H B
/ 2_ 4
g1 1) YOAP ¢ (9.2R)
4
D Spodkiem wysokosci ostrostupa jest $rodek okregu opisanego na podstawie, w tym
przypadku s$rodek przeciwprostokatnej podstawy, punkt O |OC|=%. Wobec tego
M P= %c -H ,gdzie P, oznacza pole §ciany ABD, H - wysokoéé ostrostupa. Tréjkat ABM
jest réwnoramienny, wigc srodkowa OM jest jednoczeénie wysokoscia (f1) poprowa-
c dzong na bok AB. Mamy —}%E:P, skad h=2L. . panicwias |£p0c|=90°, wigc
A c
2 =) B |DC| =2h= i}l Z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego w trojkacie DOC otrzymu-
0 c
2 2 [capz_ 4 [ine_ o4
jemy H?= Ll o ¥ , skad H=ﬂmC—.W6wczas B =M.
c 2c 4
9.52. (9.2R)
D
M, M/
K
C £ .’ S E

Przekréj ostrostupa jest tréjkatem réwnoramiennym ABM, kt6rego wysokosé ME jest jednoczeénie érodkowa w tréjkacie
CDE. Zatem ME zawiera sie w ptaszczyzZnie (ECD), podobnie jak DS. Niech {K }= ME N DS ; wowczas K jest punktem, w kté-

rym przekréj (ABM) dzieli wysokos¢ DS. Szkicujemy tréjkat ECD i zaznaczamy na boku EC punkt L taki, ze |LS|=|LC].

Z (7.13) mamy ML||DS oraz |ML|=%|DS|. Z whasnoéci ostrostupa prawidtowego wynika, ze |ES |:%|SC|:|SL|, wiec

—=1"1=2 skad |KS|:%|ML]:%|DSj;W6WCZES DK| =%!DS|,W1QC |DK|:|KS|=3:1, ckd.
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9.53. (9.1R)

]
Niech rysunek ponizej przedstawia przekréj dwéch kul o promieniu R, ktére nie sa styczne, plaszczyzng przechodzaca przez
srodki tych kul, prostopadty do ptaszczyzny, na ktérej leza kule.

Promieni pigtej kuli oznaczamy przez r. Trojkat OPO; (zobacz rysunek) jest tréjkatem prostqutnym, w ktérym

|01P|=R-r, |[00;|=R+r, |OP|= R/2 . (0,04 jest przekatna kwadratu wyznaczonego przez cztery kule o promieniu R).

2
Zatem z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy (R—r)? + (R«E ) =(R+r)? czyli R®—2Rr+r*+2R*=R%*+2Rr+r?, skad
R(2r-R)=0.Mamy r= »}21 lub R=0 - sprzecznoé¢. Promien pigtej kuli jest réwny g ;
1
954 a) ‘ (11.2G)

Oznaczamy diugoéci ramion tréjkata przez a, podstawy - przez b oraz wysoko$¢ tréjkata poprowadzong na podstawe -

Vy=m-h? pig lmp D2
3 3

Py=2m-h-b+2m-h-a=2mh(a+b)

w-h*.b

V. it 1 P 2-m-h-a a a _a+b P
Py o MR . Y Poniewaz a, b >0, wiec < =1, czyli +<1.
i 2.42p 2
3

P, 2mh(a+h) a+b ath a+h P,

Tréjkat réwnoramienny jest tréjkgtem ostrokgtnym, wiec b <aﬁ . Szacujemy

B Bndpui@ogwond :‘/—2-‘1:\/5-1.Takwiqc B 21 e i
P a+h ageay2 1+42. 2-1 Py
9.55.  20mr’ (11.2G, 7.1R)

Niech rysunek obok przedstawia przekréj osiowy otrzymanej
bryly. Oznaczamy: |AB|=b, |CD|=a. Ponadto mamy:




Odpowiedzi i rozwigzania

|AD|=2r i |BC|=4r a+b=6r (7.31c) i b-a=2ry3 (rozwaz tréjkat CEB). Stad a=r(3—J§) i b:r(3+J§) oraz

|DF | L B r(\g - 1). Szukana objetoé¢ Vjest réwna réznicy objetosci dwoch stozkow:

7
v =%n-b2(2r+J§r~r)#—;ﬂt-az(ﬁr—r):—;—mj(3+J§)2(1+J§)w§nr3(3—\/5)2(\/-3;—1)=

= %nra [30+18\E-(18\E*30)]= 20mr?

9.56. z (11.2G, 6.6R)
25

Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku ponizej; r - promiefl podstawy walca i stozka, h ~ wysokos¢ walca i stozka,
2 - miara kata rozwarcia stozka.

T R
N~

7 warunkéw zadania wynika, ze mr(r+/)=2nrh skad
(1) r+l=2h

Wyznaczamy li h w zaleznoéci od ri &z Mamy: Lesing skad I = _r oraz L= tgor wiec h= .. Wracamy do réwnania
1 sine h tgox

(1) i otrzymujemy r + .r = —ZL, a zatem
sin tga
(2) sinag+1=2cose

Wyznaczymy sin¢ i cos dwoma sposobami,

I sposdb - Podnosimy strony réwnania (2) do kwadratu: (sin o+ 1)2 =4cos® ¢z . Po zastosowaniu wzoréw (1.17a) i (6.3a)

i uporzadkowaniu réwnania otrzymujemy 5sin® o +2sin—3=0 skad sino = % lub sina=-1. Ostanie rozwigzanie nie

spelnia warunkéw zadania, bo e (0°,90°), wigc sina >0 . Jesli sina = % i e (0°,90°),t0 coser = % ; otrzymane liczby

spetniajg réwnanie (2).
11 sposéb - Strony réwnania (2) przeksztatcamy stosujac wzory (6.7a), (6.7b), (6.3a). Zsin%cos-';E +1= 2(1 —2sin? %]

ZSingcosE+4sin2£=1
2 2 2

o @ .20 . 2@ o
2sin < cos =+ 4sin® = =sin® =+ cos® —
2 2 2 2

Vi o g a a o
2sin—cos—+3sin? —=cos® — /: cos?—, cos®—#0
2 2 2 2 2

2 tg%“F 3tg? % =1 skad tg% = % lub tg% =—1. Ostatnie rozwigzanie nie spelnia warunkéw zadania, bo &€ (0" ,90° ),

wiec tgg—e (0,1). Jesli tg%:% iae (O°,90°

) to sinZ = i cosZ= s wigc
’ 2 ,Ji“d 2 J1—0 il
sirm:=Zsingcosg22'—--‘*~—~=E
2 2 5
Jeéli znamy sina (lub cosa), to korzystajac ze wzoru (6.7b) obliczamy cos2¢; cos2a = gg :
9.57. 4,8 (9.1R, 7.2P, 7.3P)

Wprowadzamy oznaczenia jak na rysunku obok.
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C
0s6b - Korzystamy ze wzoru na pole trdjkata prostokatnego:
|EL|-Joc| =|oL]- |Lg|, czyli |EL| = % =2,4 . Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy ER AL
|EO =37 - (241, skad |EO| =18 . Wowczas x=3+18=48. o7,
3
A/T\
A D K B
I1 sposab - Korzystamy z twierdzenia o odcinkach stycznych i z podobiefistwa tréjkatéw.
€ Mamy |DB|=|LB|=r, gdzie r oznacza promieii podstawy stozka. Z podobiefistwa

trojkatéw DBCi OLC obliczamy r: ! = g ; skad r=6 (albo z twierdzenia Pitagorasa
r

w tréjkacie DBC). Z podobiefistwa tréjkatéow DBC i KBL mamy: E:%’-, zatem
X

x =4,8. (Mozna byto skorzystaé réwniez z podobienistwa tréjkatéw OLCi KBL, albo
obliczy¢ na dwa sposoby tangens jednego z katoéw ostrych tréjkata DBC).

A
958, Y2 (9.3P, 11.6R)

Niech rysunek obok przedstawia przekrdj osiowy stozka; h - wysokos¢ stozka, r — promien pod-

stawy stozka, V- objetos¢ stozka; V =§~1‘[-r2 h, P2 +hE =12 (z twierdzenia Pitagorasa).

{
1spos6b - Wyznaczamy objeto$¢ stozka w zaleznoéci od wysokosci h. V(h)= % n(lzh - h3], he (0,1). h

Funkcja V jest ciagla i rézniczkowalna V’(h):%n(lszhz), he (0,1); V'(h):O@th:

V3 B
[L —ZLIS- lim V(h)= lim V(h)=0. Jedli il e objetoéé stozka jest najwieksza, wtedy ' '
,J’B_ 9\/5 ’ . Jg ¥ y

h—0* h—1”
¥ =T - Niech & bedzie katem rozwarcia stozka o najwiekszej objetoéci. Wyznaczamy sin o stosujac wzory na pole tréj-
3

27 1 a2

kata (7.5a), (7.5b) do przekroju osiowego stozka - = 512 sine, skad sing=—.

11 sposéb - Wyznaczamy objetosé stozka w zaleznoéci od promienia podstawy r V(r):%m:'rélz -r®, re(0,1). Funkcja
y=as/; , gdzie a>0, jest funkcja rosnacg, wiec funkcja V(r):%n,} f(r) bedzie przyjmowac najwieksza wartos¢ w tym

samym punkcie, w ktérym funkcja f(r)=r**—r®, re (0,1) bedzie przyjmowaé najwieksza wartosé. Funkcja fjest ciagta i

3
rézniczkowalna. f’(r)=412r3—6r5, re(o,1); f'(r)=0@r=—[zi; |4 @ =ﬂ; lim V(r)= lim V(r):O.]es’li r:ﬁ,
J-3_ \E 9\/;—3,- r-»0* r—i" \/5
to ohjgtos¢ stozka jest najwigksza. Sinus kata rozwarcia stozka o najwigkszej objeto$ci obliczamy jak w I sposobie.
9.59. (9.3P, 11.6R)
Niech R, H oznaczaja odpowiednio promiefi podstawy i wysokoé¢ stozka, natomiast c
r, h - odpowiednio promien podstawy i wysoko$¢ walca. Wowczas V, :—;;HRZ-H )
Vi =m-r%.h. Poniewaz tréjkaty OBC i DBE s3 podobne (cecha kkk, (7.11a)), wiec B
T RR , czyli h=H —%-r. Wyznaczamy objeto$¢ walca w zaleznodci od r: H
-r
v, (r)=1ur? H . - 2 1 3 .
wlr)=mr® | H-—wr |; Vy(r)=nH-|r = |y re (0,R). Wtedy




Odpowiedzi i rozwigzania 2 1 3

, 3 , 2 ; s
Vw(r)=nH(2r—-E-r2], re(0,R). Zatem Vw(r)=0¢¢r::§R. Obliczamy VW(BR}— - s

Poniewaz limV,,(r)=0 oraz liynr}z V,,(r)=0 i Vi jest funkcjg ciagta, wiec najwieksza mozliwa objetoé¢ walca jest réwna
r—=0 r—

Vi —Z-R . Zatem Vl:i,c.k.d.
3 vV, 9

fRZ-(H i ZRJ 2 Rt

9.60. 4R (9.3P, 11.6R)

Niech rysunek obok przedstawia przekréj osiowy stozka. Oznaczamy: r - promiei pod-
stawy stozka, h - wysoko$¢ stozka, V - objetosé stozka. ACDB ~ ACEO (cecha kkk, 7.11a),

O hg g 2
zatem ——R—=+~—~, skad Vh®+r* = h R)r h2+r2=M; rzsz h;
h—R }h Lp2 B2 h—2R
1_, 1_R?.p . R
V==ur*.h; v(h)="m , he (2R, +e0). Funkcja y=V(h) jest ciagta i rézniczko-
3 3 H=2R?
walna. Wyznaczamy pochodna: V'(h)== RZM, he (2R, +e0), czyli
(h—2RY
2
Vv'(n)= 1 g2 4R he (2R, +<). Obliczamy: V'(h)=0&h=4R; V(4R)=Srr?; 4
3 (h-2RP’ 3
lim V(h)- lim V(h)-+oo. Najmniejszg objeto$¢ ma stozek o wysokosci 4R .
h—2R* h—+eo
9.61. rz%@, h=Ry2 (93P, 11.6R)

Niech rysunek obok przedstawia przekrdj osiowy walca i kuli; P - pole powierzchni

T
bocznej, P=2nrh; h=2yR%-r? (z twierdzenia Pitagorasa); P(r)=4"rt'\a'Rzr2 -rt, J r
re(0,R). Przyjmujemy: f(r)=R%r®-r*, re(0,R). Funkcja y=avx, a>0, jest E R

1

]

funkcja rosnaca, wigc funkcja y =4y f(r) bedzie przyjmowaé najwieksza wartosé w
punkcie, w ktérym funkcja f(r)=R2r2 ~r*, re (0, R) bedzie przyjmowacé najwiekszg

wartoéé. Funkcja f jest ciagla i réiniczkowalna. f/(r)=2R%*r—4r?, re (0, R);

R R .
2, Pl—=|=2V2nR; lim P(r)= lim P(r)=0. Najwieksza po-
w/E (JEJ raﬁ" ( ) r—R ( )

wierzchnie boczng ma walec, w ktérym r=

f(r)=0er=

— (czyli walec ktérego przekroj
5 b=

osiowy jest kwadratem). Pole powierzchni bocznej walca mozna uzalezni¢ réwniez od h. Otrzymujemy woéwczas funkcje

4
P(h):Zm‘}thz —%— , he (0,2R).

9,62, 1:9 (9.5P, 11.6R)

Oznaczamy przez x diugos$¢ tego fragmentu przekatnej gornej podstawy, ktory jest odciety przez plaszczyzne przekroju
(zobacz rysunek ponizej).

B

1042 10
10

P(x) - pole przekroju w zaleznosci od x; P(x)=Y/(5v2 - x) +42 (5v2 +x), xe(G,S«E);
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P(x}:J(xz—lOJierGﬁ){xz+10\/§x+50), xe(O, sJZ). Przyjmujemy: f(x)=(x2—10J§x+66)(x2+10\/5x +50),
Xe (0, 542 ) Funkcja y= JE jest rosnaca, zatem funkcja y= m bedzie przyjmowac najwieksza warto$¢ w punkcie,
w ktérym funkcja f(x)= (xz —102x + 66)()(2 +10v2x +50), Xe (0, 52 > , bedzie przyjmowac najwieksza warto$¢. Funkcja
f jest ciagta i rozniczkowalna. f/(x)=(2x~10VZ x2 +10v2x-+50)+ (x? ~10vZx + 66 )2x + 10v2), xe(0,5VZ). A zatem
F0)=2fx-5v2 )+ 5v2 )" + (x2 ~102x +66)2{x +5v2), £/(x)=2(x+5v2 )x? ~50+ x? ~10v2x +66), czli

£/(x)=4lx +5v2 )(x? ~5v2x +8). Wowczas f(x)=0¢ (x=v2Zvx=4v2). Obliczamy: P(0)=10v33(=57,4); P(4v2)=54;
P(vV2)=24V6(=5838); P(5v2)=40v2(~56,6). Pole przekroju jest najwicksze wiedy, gdy x=+2; 10vZ-v2 =952 ;

2

. Plaszczyzna przekroju dzieli przekatng gornej podstawy w stosunku 1:9.

O] =

V2

O

10. Kombinatoryka. Rachunek prawdopodobienstwa. Statystyka

Zadania zamKkniete

101. B (10.1R)

Chlopcéw mozna ustawi¢ na 8 miejscach: pierwszym, trzecim, piatym, ..., pigtnastym na 8! sposohdéw (zobacz (10.3)). Po-
dobnie dziewczgta mogg stana¢ na drugim, czwartym, széstym, ..., czternastym miejscu na 7! sposobéw. Z reguty (10.2)
wynika, ze mamy 8!-7! sposobéw.

102, G (10.1R)

Poniewaz krzeselka sg rozréznialne i ustawione w koto, wiec Ola i Ada$ mogg je zaja¢ na 8-2, czyli na 16 sposobéw. Pozo-
state dzieci mozna posadzi¢ na 6 réznych miejscach na 6! sposobéw. Wszystkich mozliwosci mamy 6!.16 (zobacz (10.2),
(10.3)).

103. D (10.1R)

/ 8!
Liczba koloréw dla gérnego pasa - 8, drugiego pasa - 7 koloréw, trzeciego pasa - 6 koloréw, czyli 8-7-6, co jest réwne T

(zobacz (10.5)).

104. C (10.1R)

I sposéb - Korzystamy ze wzoru na liczbe kombinacji (10.7). Prostych jest tyle, ile dwuelementowych podzbioréw zbioru

11 .
jedenastoelementowego, czyli [ 5 ] = % =55.

Il sposdh - Korzystamy ze wzoru na liczbe przekatnych wielokata (7.37). Liczba prostych jest réwna sumie liczby bokéw

iliczby przekatnych jedenastokgta. Mamy: 11+ % =55

105, A (10.1R)

[ sposéb - Korzystamy z kombinacji i reguty mnozenia. Wybieramy w 8-miejscowym szeregu miejsca na poszczegélne li-
tery. W wyrazie PRABABKA mamy 3 litery A, 2 litery B i po jednej literze P, R, K. Trzy miejsca dla liter A mozna wybra¢ na

8 5
(3} sposobow (10.7); z pozostatych 5 miejsc wybieramy 2 na litere B - na (2} sposobdéw; nastepnie litery P, R, K mozna

2 8)15)(3)(2)(1
kolejno ustawi¢ na [i] [J, (ﬂ sposobow. Z regulty mnozenia (10.2) otrzymujemy (3}(2}(J[1J[J czyli 3360

sposobow.

I spos6h ~ Korzystamy z wiasnoéci permutacji i reguly mnozenia. Niech x oznacza szukana liczbe réznych wyrazow. Jesli
zaczniemy odrozniac litery A;, Ay, A3 i By, B, tozreguly mnozenia iloczyn x-3!-2! bedzie oznaczat liczbe wszystkich
I

przestawieii 8 réznych liter, czyli liczbe rowng 8!. Zatem x-3!-2!=8!,skad x :% =3360 (zobacz (10.2), (10.3)).






