Rownania trygonometryczne

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 1/122



Prezentacja dotyczy rozwigzywania réwnan trygonometrycznych.
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Prezentacja dotyczy rozwigzywania réwnan trygonometrycznych. Na
maturze co roku jest jedno zadanie z réwnan/nieréwnosci
trygonometrycznych, ktére jest warte 4 punkty, czyli 8% Waszego wyniku.
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Prezentacja dotyczy rozwigzywania réwnan trygonometrycznych. Na
maturze co roku jest jedno zadanie z réwnan/nieréwnosci
trygonometrycznych, ktére jest warte 4 punkty, czyli 8% Waszego wyniku.
To jest catkiem sporo, wiec warto dobrze opanowac¢ ten materiat, a jest on
dosy¢ prosty.
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Przerobimy nastepujace tematy:
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Przerobimy nastepujace tematy:

podstawowe réwnania trygonometryczne,
przeksztatcenia podstawowych réwnan,
rozktadanie na czynniki,

wykorzystanie jedynki trygonometrycznej,

zastosowanie wzoréw na sinus i cosinus podwojonego kata,
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Przerobimy nastepujace tematy:

podstawowe réwnania trygonometryczne,

przeksztatcenia podstawowych réwnan,

rozktadanie na czynniki,

wykorzystanie jedynki trygonometrycznej,

zastosowanie wzoréw na sinus i cosinus podwojonego kata,
zastosowanie wzoréw na sinus i cosinus sumy/réznicy katéw,
zastosowanie wzoréw na sume/réznice sinuséw i cosinuséw,
trudniejsze przyktady réwnan,

zadania maturalne.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Zacznijmy od nastepujacego réwnania:

. V3
SiInX = ——
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Zacznijmy od nastepujacego réwnania:

v3

sinx =

Najpierw rysujemy jeden okres wykresu funkcji sinus (np. od —m do )
oraz prosta y = ?
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

08 y=sinz

-05
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

08 y=sinz

-05

Na wykresie widzimy dwa rozwigzania (czerwone punkty).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

08 y=sinz

-05

Na wykresie widzimy dwa rozwigzania (czerwone punkty). Jedno z tych
rozwigzan musimy znaé z tabelki, drugie odczytujemy korzystajac z

symetrii wykresu.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

05 y =sinz

wl
w

-05

Nasze rozwigzania to x = 5 i x = 2{
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Ostatecznie otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V3

sinx = —
2

sa:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Ostatecznie otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V3

sinx = —
2

sa:
2
x:g+2k7r lub x:§+2k7r

gdzie k € Z, czyli k jest liczba catkowita.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Ostatecznie otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V3

sinx = —

sa:
2
x:g+2k7r lub x:§+2k7r

gdzie k € Z, czyli k jest liczba catkowita.

Skad to 2kn?
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 1

Ostatecznie otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V3

sinx = —
2

sa:
2
x:g+2k7r lub x:§+2k7r

gdzie k € Z, czyli k jest liczba catkowita.

Skad to 2kn? NarysowaliSmy przeciez tylko jeden okres sinusa, wszystkie
wartosci powtarzaja sie co 27, a wiec dodanie/odjecie jakiejkolwiek
wielokrotnosci 2w do argumentu, nie zmieni wartosci sinusa.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

Réwnanie do rozwigzania:

COS X =

of%
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

Réwnanie do rozwigzania:

V2

COSX = ——
2

Rysujemy jeden okres wykresu funkgji cosinus (znéw moze to byé od —7
do 7) oraz prosta y = %
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

15
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

15

-0.5

Widzimy dwa rozwigzania (czerwone punkty).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

15

05

-0.5

Widzimy dwa rozwigzania (czerwone punkty). Jedno z tych rozwigzan
znamy z tabelki, drugie odczytujemy korzystajac z symetrii wykresu.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

15

-05

. . o . .
Jedno rozwiazanie to x = 7, drugie to oczywiscie x = —7.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V2

COS X = ——

2
sa:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 2

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V2

COS X = ——

2
sa:

s

x =+ 2kn lub x:—%+2k7r
gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

Réwnanie do rozwigzania:

V3
th:?
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

Réwnanie do rozwiazania:

3
Rysujemy jeden okres wykresu funkcji tangens (pamietajmy, ze okres
podstawowy funkcji tangens to 7, najlepiej narysowa¢ od —7 do 7) oraz

prosty y = ?
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

i
y=tgr |

05

-05
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

i
y=tgr |

05

-05

Widzimy jedno rozwigzanie (czerwony punkt).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

i
y=tgz |

-05

Widzimy jedno rozwiazanie (czerwony punkt). Znamy je z tabelki, x = &.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

V3

tgx =~
gx =3

jest:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 3

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

x— V3

EX= 3
jest:

X:%—I—kﬂ'
gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4

Réwnanie do rozwiazania:
ctgx =1
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4

Réwnanie do rozwiazania:

ctgx =1

Rysujemy jeden okres wykresu funkcji cotangens (okres podstawowy
funkcji cotangens to , najlepiej narysowac od 0 do 7) oraz prosta y = 1.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4
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Widzimy jedno rozwigzanie (czerwony punkt).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4
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Widzimy jedno rozwiazanie (czerwony punkt). Znamy je z tabelki, x = 7.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 16 / 122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
ctgx =1

jest:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 4

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

ctgx =1
jest:
7r
=—+4+k
X 7 + KT
gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia
Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

) 1
sinx = =
2
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:
@ Réwnanie:

) 1
sinx = =
2

Rozwigzanie:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

_ 1
sinx = =
2
Rozwigzanie:
m 5t .
x:6+2k7r lub X:?+2k7r gdzie k € Z
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

_ 1
sinx = =

2

Rozwigzanie:
T 5t .
x:6+2k7r lub X:?+2k7r gdzie k € Z
@ Roéwnanie:

cosx =0
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

_ 1
sinx = =

2

Rozwigzanie:
T 5t .
x:g+2k7r lub X:?+2k7{' gdzie k € Z
@ Roéwnanie:

cosx =0

Rozwigzanie:

X:g—Fka gdzie k € Z
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx:\/§
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx:\/§

Rozwigzanie:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Roéwnanie:
tgx = V3
Rozwigzanie:

x:g—i—kﬂ gdzie k € Z
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Roéwnanie:
tgx = V3
Rozwigzanie:

x:g—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx =0
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx:\/§

Rozwigzanie:

x:g—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx =0

Rozwigzanie:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Roéwnanie:
tgx = V3
Rozwigzanie:

x:g—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx =0

Rozwigzanie:

X:g-i-kﬂ' gdzie k € Z
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

Réwnanie do rozwigzania:
sinx = —1
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

Réwnanie do rozwigzania:
sinx = —1

Rysujemy jeden okres wykresu funkcji sinus oraz prostg y = —1.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

y =sinx

05

-05
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

y =sinx

05

-05

e . . .
Widzimy jedno rozwigzanie. Jest to oczywiscie x = —7.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
sinx = —1

sa:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 5

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
sinx = —1

s3: -
X = 3 + 2km

gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

Réwnanie do rozwigzania:

COSX = ——
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

Réwnanie do rozwigzania:

1
COSX = ——
2
Rysujemy jeden okres wykresu funkcji cosinus oraz prosta y = —%.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

y=cosx
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

y=cosx

Widzimy dwa rozwigzania. Gdybysmy szukali rozwigzania cos x = % to z
tabelki mielibysmy x = %, tutaj korzystamy z symmetrii i otrzymujemy

. . . 2 . . , . .. o o
jedno rozwiazanie x = 5 i drugie zndw korzystajac z symetrii x = — 5.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

COSX = —

sa:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 6

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

COSX = —

s3:
2 2
x:—§+2kw lub X:§+2k7r

gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

Réwnanie do rozwigzania:
tgx =-1
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

Réwnanie do rozwigzania:
tgx =-1

Rysujemy jeden okres wykresu funkcji tangens oraz prostg y = —1.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

|
y=tgx

05

i i
- RIT) H w2 ™ am/2
i i

-05
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

|
y=tgx

05

i i
- -my2 ! w2 ™ 3m/2
I
i i

-05

Widzimy jedno rozwigzanie. GdybySmy rozwiazywali tg x = 1, to bytoby to

o . Lo
X = 7, wigc tutaj mamy oczywiscie x = —7
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
tgx =-1

jest:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 7

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
tgx =-1
jest:

7r
=——+k
X 4+ b

gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

Réwnanie do rozwigzania:
ctgx = -3
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

Réwnanie do rozwigzania:
ctgx = -3

Rysujemy jeden okres wykresu funkcji tangens oraz prosta y = —+/3.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

i
T 3m/2
i
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

i
T 3m/2
i

Widzimy jedno rozwiazanie. Gdybyémy rozwiazywali ctg x = /3, to bytoby

_ T H H _ T _ 5w
tOX—E,WIQCtUtaJ mamyx—ﬂ—g—?

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 30 / 122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania
ctgx = —V/3

jest:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 8

Otrzymujemy, ze rozwigzaniami réwnania

ctgx = —V/3

jest:
5
X = % + km

gdzie k € Z.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

sinx = —

S
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

sinx = —

S

Rozwiazanie:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

S

sinx = —
Rozwiazanie:
2
X:—%—i—zkﬂ' lub X:—?W—FZ/(?T gdzie k € Z
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

S

sinx = —
Rozwiazanie:
2
X:—%—i—zkﬂ' lub X:—?W—FZ/(?T gdzie k € Z
@ Réwnanie:
V2
COSX = ———
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

S

sinx = —
Rozwiazanie:
2
x:—%+2k7r lub x:—§+2kw gdzie k € Z
@ Réwnanie:
V2
COSX = ———

Rozwigzanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 32 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

Rozwiaz samodzielnie ponizsze réwnania:

@ Réwnanie:

S

sinx = —
Rozwiazanie:
2
x:—%+2k7r lub x:—§+2kw gdzie k € Z
@ Réwnanie:
V2
COSX = ———
Rozwigzanie:
3 3
x:—%—Fka lub x:%+2k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 32 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

ol%

tgx = —
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

ol%

tgx = —

Rozwiazanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 33 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
V3

tgX = ———
g x 3

Rozwiazanie:
x:—%—i—kﬂ gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 33 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
V3

tgX = ———
g x 3

Rozwiazanie:
x:—%—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx = —1

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 33 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
V3

tgX = ———
g x 3

Rozwiazanie:
x:—%—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx = —1

Rozwiazanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 33 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
V3
tgx =~

Rozwiazanie:
x:—%—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:
ctgx = —1

Rozwiazanie:

x:?%jtkw gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 33 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

Moze sie zdarzyé, ze interesuja nas nie wszystkie rozwigzania, ale tylko
rozwigzania nalezace do okres$lonego przedziatu.
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

Moze sie zdarzyé, ze interesuja nas nie wszystkie rozwigzania, ale tylko
rozwigzania nalezace do okres$lonego przedziatu.
Rozwigz réwnanie

V2

sinx = —

2
w przedziale (0, 37).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

Moze sie zdarzyé, ze interesuja nas nie wszystkie rozwigzania, ale tylko
rozwigzania nalezace do okres$lonego przedziatu.
Rozwigz réwnanie

V2

sinx = —

2
w przedziale (0, 37).

S

Tu sprawa jest nawet prostsza. Rysujemy funkje y = 5= oraz y = sinx, ale
tylko dla (0, 37).

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 34 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

05

05

Tomasz Lechowski
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

05

05

Mamy cztery rozwiazania.

Tomasz Lechowski

Batory 2LO

20 lipca 2019
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

05

05

Mamy cztery rozwigzania. Jedno znamy z tabelki, pozostate mozna
odczytad korzystajac z symetrii wykresu.

Tomasz Lechowski

Batory 2LO

20 lipca 2019

35 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania
V2

sinx =

w przedziale (0,37) s3
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 9

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania

. V2
SINX = ——

w przedziale (0,37) s3 x = T lub x = 3% lub x = & |ub x = 1T,

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 36 / 122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Rozwiagz réwnanie

S

COS X = —

w przedziale (—2m, 7).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Rozwiagz réwnanie

COS X = —

S

w przedziale (—2m, 7).

Rysujemy funkje y = —‘ég oraz y = cosx, ale tylko dla (=27, 7).

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 37 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Tomasz Lechowski

Batory 2LO

20 lipca 2019
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Mamy trzy rozwigzania.

Tomasz Lechowski

Batory 2LO

20 lipca 2019
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Mamy trzy rozwigzania. GdybySmy rozwigzywali cos x = § to mieliby$my

rozwigzanie z tabelki x = %, na tej podstawie odczytujemy rozwiazania z

wykresu.
Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 38 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania

COSX = —

S

w przedziale (—27,7) s3

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 39 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - przyktad 10

Ostatecznie rozwigzaniami réwnania

COSX = —

S

w przedziale (—2m, ) s3 x = = lub x = —2F lub x = 2.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 39 /122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
tgx =—1

w przedziale (—m, 7).
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
tgx =—1

w przedziale (—m, 7).
Rozwiazanie:
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:
tgx =—1

w przedziale (—m, 7).
Rozwiazanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 40 / 122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx =—1
w przedziale (—m, 7).
Rozwiazanie:
s 37
X =—— lub X=—
4 4
@ Réwnanie:
sinx =1

w przedziale (—,27)
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Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx =—1
w przedziale (—m, 7).
Rozwiazanie:
s 37
X =—— lub X=—
4 4
@ Réwnanie:
sinx =1

w przedziale (—,27)
Rozwiazanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 40 / 122



Podstawowe réwnania trygonometryczne - éwiczenia

@ Réwnanie:

tgx =—1
w przedziale (—m, 7).
Rozwiazanie:
s 37
X =—— lub X =—
4 4
@ Réwnanie:
sinx =1
w przedziale (—,27)
Rozwiazanie:
us lub 57
X = — u X = —
2 2

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 40 /122



Opanowanie rozwigzywania prostych rownan trygonometrycznych to
podstawa.
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Opanowanie rozwigzywania prostych rownan trygonometrycznych to
podstawa. W dalszych przyktadach bedziemy juz zaktadali, ze te proste
rownania kazdy umie szybko rozwigzac.
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Opanowanie rozwigzywania prostych rownan trygonometrycznych to
podstawa. W dalszych przyktadach bedziemy juz zaktadali, ze te proste
rownania kazdy umie szybko rozwigzac.

Na prezentacji nie bede juz za kazdym razem rysowat wykresu funkgcji, by
odczytal rozwigzania - ten krok bedzie pominiety, ale Wy powinniscie to
robic.
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Opanowanie rozwigzywania prostych rownan trygonometrycznych to
podstawa. W dalszych przyktadach bedziemy juz zaktadali, ze te proste
rownania kazdy umie szybko rozwigzac.

Na prezentacji nie bede juz za kazdym razem rysowat wykresu funkgcji, by
odczytal rozwigzania - ten krok bedzie pominiety, ale Wy powinniscie to
robi¢. To znaczy jesli w rozwiazaniu dochodzimy do podstawowego
réwnania trygonometrycznego, to rozwigzujemy je tak, jak na poprzednich
slajdach.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 41 /122



Przechodzimy teraz do réwnan, w ktérych konieczne s3 pewne
przeksztatcenia.
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin(3x) +4=3
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin(3x) +4=3
Przeksztatcamy do postaci:

1
sin(3x) = ~3
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|
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
2sin(3x) +4=3

Przeksztatcamy do postaci:

1

sin(3x) = —=

(33 = —

i teraz rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (ale zamiast x mamy
3x), czyli otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019 43 /122



-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
2sin(3x) +4=3
Przeksztatcamy do postaci:

1

sin(3x) = —=

(3x) = —

i teraz rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (ale zamiast x mamy
3x), czyli otrzymujemy:

3x = —%—i—2k7r lub 3x = —%—{—2/(77 gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 43 /122



-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin(3x) +4=3
Przeksztatcamy do postaci:

1
sin(3x) = —=
(3x) = —
i teraz rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (ale zamiast x mamy
3x), czyli otrzymujemy:
5t

3x = —%4—2/(7? lub 3x = —€+2k7r gdzie k € Z

dzielimy obie strony przez 3, zeby obliczy¢ x:

s . 2km lub 57 . 2km
-+ — u X=——

18 3 18 3

i to jest nasze ostateczne rozwigzanie.
Batory 2LO 20 lipca 2019 43 / 122

X =

gdzie k € Z



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

cos(2x — g)+1 =0
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:

cos(2x — g)+1 =0

Przeksztatcamy do postaci:

T
2% — Sy =1
cos(2x 3)
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

cos(2x — g)+1 =0

Przeksztatcamy do postaci:
T
2x — =)= -1
cos(2x 3)

i rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (zamiast x mamy 2x — %),
otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019

44 / 122



-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

cos(2x — g)+1 =0

Przeksztatcamy do postaci:
v
cos(2x — =) = —1
(2x-7)
i rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (zamiast x mamy 2x — %),

3
otrzymujemy:

2x—g:7r+2k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019

44 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

cos(2x — g)+1 =0

Przeksztatcamy do postaci:
T
2x — =)= -1
cos(2x 3)

i rozwigzujemy tak, jak podstawowe réwnanie (zamiast x mamy 2x — %),
otrzymujemy:

2x—g:7r+2k7r gdzie k € Z
przeksztatcamy, zeby obliczy¢ x:

2
x:§+k7r gdzie k € Z

i to jest nasze rozwigzanie.
Batory 2LO 20 lipca 2019 44 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
tg?(5x) =3 =0
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
tg?(5x) =3 =0

Przeksztatcamy do postaci:

tg(5x) = —v3  lub  tg(5x) =3
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
tg?(5x) =3 =0
Przeksztatcamy do postaci:

tg(5x) = —v3  lub  tg(5x) =3

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 5x),
otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
tg?(5x) =3 =0
Przeksztatcamy do postaci:

tg(5x) = —v3  lub  tg(5x) =3

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 5x),
otrzymujemy:

5X:—§—|—k7r lub 5x:g+k7r gdzie k € Z
Batory 2L0
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
tg?(5x) =3 =0

Przeksztatcamy do postaci:
tg(5x) = —V/3 lub tg(5x) = V3

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 5x),
otrzymujemy:

5X:—§—|—k7r lub 5x:g+k7r gdzie k € Z

przeksztatcamy, zeby obliczy¢ x:

T kmw T kmw
S TR W x=gpty edze
i to jest nasze rozwigzanie.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 45 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 4

5 X
t -] =1
3cg<2>

Rozwiaz réwnanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 4

5 X
t -] =1
3cg<2>

Przeksztatcamy do postaci:

ctg(é) = —\f lub ctg(é) =

Rozwiaz réwnanie:

“|%

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 46 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 4

5 X
t =1
3cg<2>

Rozwiaz réwnanie:

Przeksztatcamy do postaci:
X \/§ X \/§
tg|l = ) = —— lub tg| = | = —
Cg(2> 3 Cg<2) 3
i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy %),
otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 46 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 4

5 X
t =1
3cg<2>

Rozwiaz réwnanie:

Przeksztatcamy do postaci:
ct x V3 lub ct x V3
2y V2 u A T
&\2 3 8\2) 7 3
i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy %),
otrzymujemy:

X 0 X w .
5_—§+k7r lub §—§+k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 46 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 4

X
3ctg?(Z ) =1
o (2)
Przeksztatcamy do postaci:

ctg(é) = —\f lub ctg(é) = ?

Rozwiaz réwnanie:

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy %),
otrzymujemy:

X T X 7 .
5——§—i—k7r lub §—§+k7r gdzie k € Z
przeksztatcamy, zeby obliczy¢ x:
x:—%r—i—Qkﬂ lub x:%——&—ﬂ(w gdziek € Z

i to jest nasze rozwigzanie.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 46 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 5

Rozwiaz réwnanie:
|2cos(3x) — 1| =1
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 5

Rozwiaz réwnanie:
|2cos(3x) — 1| =1

Przeksztatcamy do postaci:

cos(3x) =0 lub cos(3x) =1
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
|2cos(3x) — 1| =1
Przeksztatcamy do postaci:

cos(3x) =0 lub cos(3x) =1

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 3x),
otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019 47 /122



-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
|2cos(3x) — 1| =1
Przeksztatcamy do postaci:

cos(3x) =0 lub cos(3x) =1

i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 3x),
otrzymujemy:

3x:g+k7r lub  3x=2kr gdziek € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019 47 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 5

Rozwiaz réwnanie:
|2cos(3x) — 1| =1

Przeksztatcamy do postaci:

cos(3x) =0 lub cos(3x) =1
i rozwigzujemy dwa podstawowe réwnania (ale zamiast x mamy 3x),
otrzymujemy:

3x:g+k7r lub  3x=2kr gdziek € Z

przeksztatcamy, zeby obliczy¢ x:

k 2k
=20 b x=" edriekeZ

6 3 3

i to jest nasze rozwigzanie.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 47 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
|2sin(7x) + 1| =2

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 48 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
|2sin(7x) + 1| =2

Przeksztatcamy do postaci:

1
sin(7x) = —% lub sin(7x) = 5

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 48 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
|2sin(7x) + 1| =2
Przeksztatcamy do postaci:
3 . 1
sin(7x) = —5 lub sin(7x) = 5

pierwsze réwnanie nie ma rozwigzan, drugie jest podstawowe (zamiast x
jest 7x), otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
|2sin(7x) + 1| =2
Przeksztatcamy do postaci:
3 . 1
sin(7x) = —5 lub sin(7x) = 5

pierwsze réwnanie nie ma rozwigzan, drugie jest podstawowe (zamiast x
jest 7x), otrzymujemy:

5
7X:%+2k7r lub 7X:g—|—2k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 6
Rozwiaz réwnanie:
|2sin(7x) + 1| =2
Przeksztatcamy do postaci:

1
sin(7x) = —g lub sin(7x) = 5

pierwsze réwnanie nie ma rozwigzan, drugie jest podstawowe (zamiast x
jest 7x), otrzymujemy:

5
7X:%+2k7r lub 7X:g—|—2k7r gdzie k € Z
przeksztatcamy, zeby obliczy¢ x:
T 2km 57 2km
- = dziek € Z
X 42+7 lub X 42+7 gdzie k €

i to jest nasze rozwigzanie.
Batory 2LO 20 lipca 2019 48 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

2sin?(5x) =1 =10

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 49 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia
@ Réwnanie:

2sin?(5x) =1 =10

Rozwigzanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

2sin?(5x) =1 =10
Rozwigzanie:

T km 37 km .
X—%—l-? lub X—%—F? gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 49 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:
2sin?(5x) =1 =10

Rozwigzanie:

T km 37 km .
X—%—l-? lub X—%—F? gdzie k € Z

@ Réwnanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:
2sin?(5x) =1 =10

Rozwigzanie:

T km 37 km .
X—%—l-? lub X—%—F? gdzie k € Z

@ Réwnanie:

Rozwigzanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 49 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:
2sin?(5x) =1 =10

Rozwigzanie:

T km 37 km .
X—%—l-? lub X—%—F? gdzie k € Z

|2cos(§> -3/=2

X = —7 + 6km lub x =7+ 6km gdzie k € Z

@ Réwnanie:

Rozwigzanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 49 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.

@ Réwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 50 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.
@ Roéwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Rozwiazanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 50 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.

@ Réwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Rozwiazanie:

k k
X:z+£ lub X:E+l gdzie k € Z
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.

@ Réwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Rozwiazanie:

X=—=+4+— lub X==+4+— gdzie k € Z

@ Réwnanie:
|2ctg(4x) —1| =1
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.

@ Réwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Rozwiazanie:
X=—=+4+— lub X==+4+— gdzie k € Z

@ Réwnanie:
|2ctg(4x) —1| =1

Rozwigzanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia cd.
@ Roéwnanie: -
3tg?(2x — 5)—1=0

Rozwiazanie:

k k
x:% ; lub x—g 27r gdzie k € Z
@ Réwnanie:
|2ctg(4x) —1| =1
Rozwigzanie:
T kmw T kmw :
x—1—6+4 lub x—§+4 gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 50 / 122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:

2cos4x—1=0
gdzie x € (0, ).
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-
Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:

2cosdx —1=0
gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi).

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:
2cos4x—1=0

gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi). Pierwszy sposdb to rozwiazanie réwnania bez ograniczenia do
danego przedziatu.
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:
2cos4x—1=0

gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi). Pierwszy sposdb to rozwiazanie réwnania bez ograniczenia do
danego przedziatu. Otrzymamy wtedy:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:
2cos4x—1=0

gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi). Pierwszy sposdb to rozwiazanie réwnania bez ograniczenia do
danego przedziatu. Otrzymamy wtedy:

4x:g+2k7r lub 4x:—g+2k7r gdzie k € Z
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:
2cos4x—1=0

gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi). Pierwszy sposdb to rozwiazanie réwnania bez ograniczenia do
danego przedziatu. Otrzymamy wtedy:

4x:g+2k7r lub 4x:—g+2k7r gdzie k € Z

czyli:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

Moze sie zdarzy¢ przyktad, w ktérym x nalezy do okre$lonego przedziatu,
np.: Rozwiaz réwnanie:
2cos4x—1=0

gdzie x € (0, ).

W takiej sytuacji mozemy postepowaé na dwa sposoby (osobiscie polecam
ten drugi). Pierwszy sposdb to rozwiazanie réwnania bez ograniczenia do
danego przedziatu. Otrzymamy wtedy:

Ax =T 4 2knr  lub  4x= -2 4 2kr gdziekeZ

3 3
czyli:
T kmw T kmw )
X—E-i-? lub X——E-l-? gdzie k € Z
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

X=-—4— lub X=—-——4 — gdzie k € Z
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T km T kT
B + > lub X D + > gdzie k €

Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozwigzania miescity sie w przedziale
0, 7).

X
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T km

= — 4+ — I = —— 4+ — ek eZ
12+2 ub X 12—1— gdzie k €

X

Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozwigzania miescity sie w przedziale
(0,7). Po krétkim zastanowieniu mamy: x = 75 lub x = % + % = IZ |ub

— _m @ _ 5w — _m 4 2r _ 1llxm
Xx=-—pty=1nlubx=—-5+5=5"

[y
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T km T km

X:E+7 lub X=—-——4 — gdzie k € Z

Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozquania mies’ci’(y sie w przedziale

0, 7). Po krétkim zastanOW|en|u mamy: x = 5 lub x = 5 + 5 = 12 lub

_ __ 5w _ 2T __ 117r
XxX=—{5+5=3lubx=—5+F = . Czyli mamy cztery

rozwigzania.

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T km T kT .
X—E+7 lub X=—-——4 — gdzie k € Z

Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozquania mies’ci’(y sie w przedziale
<0,7T> Po krétkim zastanOW|en|u mamy: x = 5 lub x = 5 + 5 = 12 lub

_ __ 5w _ 2T __ 117r
X = 5 —|— s=3 lubx=—-%5+5 = . Czyli mamy cztery
rozwiazania.

Wréémy jeszcze do poczatku:

2cosdx —1=0
gdzie x € (0, ).

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T kmw ™ kmw
==+ = I =——4 —= iekeZ
X 12+ > ub X 12+ > gdzie k €
Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozquania mies’ci’(y sie w przedziale

<0,7T> Po krétkim zastanOW|en|u mamy: x = 5 lub x = 5 + 5 = 12 lub
_ _5 _ 2r _ 11

x=—15+75 =35 lubx=—75+ 5 = 5. Czyli mamy cztery

rozwigzania.

Wréémy jeszcze do poczatku:

2cos4x —1=0

gdzie x € (0, ).

Druga metoda to podstawienie a@ = 4x, wtedy rozwigzujemy réwnanie:
2cosa—1=0

gdzie o € (0,4m).
Batory 2LO 20 lipca 2019 52 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

T kmw ™ kmw
==+ = I =——4 —= iekeZ
X 12+ > ub X 12+ > gdzie k €
Teraz musimy tak dobra¢ k, by nasze rozquania mies’ci’(y sie w przedziale

<0,7T> Po krétkim zastanOW|en|u mamy: x = 5 lub x = 5 + 5 = 12 lub
_ _5 _ 2r _ 11

x=—15+75 =35 lubx=—75+ 5 = 5. Czyli mamy cztery

rozwigzania.

Wréémy jeszcze do poczatku:

2cosdx —1=0

gdzie x € (0, ).
Druga metoda to podstawienie a@ = 4x, wtedy rozwigzujemy réwnanie:

2cosax—1=0

gdzie a € (0,4m). Pamietajmy o zmianie przedziatu!
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

2cosaa—1=0

gdzie o € (0,4).
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

2cosaa—1=0

gdzie o € (0,4).
Rysujemy cos o w przedziale (0, 47) i odczytujemy rozwiazania:

7 11
a:g lub Oz:%r lub Oz:?ﬂ- lub a:Tﬂ
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

2cosaa—1=0

gdzie o € (0,4).

Rysujemy cos o w przedziale (0, 47) i odczytujemy rozwiazania:
I 117

a:E lub Oz:%r lub Oz:? lub a:T

3

Wracamy do x, a skoro a = 4x, to x = %, czyli mamy:

20 lipca 2019 53 /122
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 7

2cosaa—1=0
gdzie o € (0,4).

Rysujemy cos o w przedziale (0, 47) i odczytujemy rozwiazania:

7 11
a:g lub a:5—7r lub Oz:?ﬂ- lub a:Tﬂ

Wracamy do x, a skoro a = 4x, to x = %, czyli mamy:

T
x=— lub x=

12 12 12 12
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwiaz réwnanie:

gdzie x € (—2m,6m).

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 54 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwiaz réwnanie:
gdzie x € (—2m,6m).

Rozwigzemy podstawiajac o = 3, czyli otrzymujemy réwnanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwiaz réwnanie:
gdzie x € (—2m,6m).

Rozwigzemy podstawiajac o = 3, czyli otrzymujemy réwnanie:

sina =

gdzie o € (—m,3m).
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwiaz réwnanie:
gdzie x € (—2m,6m).

Rozwigzemy podstawiajac o = 3, czyli otrzymujemy réwnanie:

sina =

gdzie o € (—m,3m).
co oczywiscie daje:

V3

sina = :|:7
Tomasz Lechowski

Batory 2LO 20 lipca 2019 54 /122



Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

V3

sina = +—

2
w przedziale (—m, 37).
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy
3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania.
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania. Jest ich osiem:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania. Jest ich osiem:

2r  wm w 2w 4m 5w Twm 8w

37 3’3’3’3’3’3’3}
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania. Jest ich osiem:

2r  wm w 2w 4w bw Iw 871'}
3’7 3’3"3737373"3

Teraz wracamy do x.
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania. Jest ich osiem:

2r  wm w 2w 4m 5w Twm 8w

3’3333333}

Teraz wracamy do x. Skoro a = 7, to mamy x = 2, czyli mamy
nastepujace osiem rozwigzan:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - przyktad 8

Rozwigzujemy

3
sina = i£
2
w przedziale (—, 37). Rysujemy wykres funkcji sinus w tym przedziale

oraz proste y = j:§ i odczytujemy rozwigzania. Jest ich osiem:

2r  wm w 2w 4m 5w Twm 8w

3’3333333}

Teraz wracamy do x. Skoro a = 7, to mamy x = 2, czyli mamy
nastepujace osiem rozwigzan:

wo( 4T _2r 2r 47 Br 10n 147 16r,
37 3737373737373
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie: 1
cos?(3x) = 5

w przedziale (0, 7).
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie: 1
cos?(3x) = 5

w przedziale (0, 7). Rozwiazanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

1
2
3 = —
cos”(3x) 5
w przedziale (0, 7). Rozwiazanie:
T ™ 57
X 1 ub x 2 ub  x 15
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

1
2
3x) = =
cos”(3x) 5
w przedziale (0, 7). Rozwiazanie:
T ™ 57
=— lub =— lub = —
x=g15 b x=o lub x=7
@ Roéwnanie:
tg?(2x) =3

w przedziale (-7, 5).
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

1
2
3x) = =
cos”(3x) 5
w przedziale (0, 7). Rozwiazanie:
T ™ 57
=— lub =— lub = —
x=g15 b x=o lub x=7
@ Roéwnanie:
tg?(2x) =3

w przedziale (-, ). Rozwiazanie:
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Przeksztatcenia podstawowych réwnan - éwiczenia

@ Réwnanie:

1
2
3x) = =
cos”(3x) 5
w przedziale (0, 7). Rozwiazanie:
T ™ 57
=— lub =— lub = —
T YTy YT
@ Roéwnanie:
tg?(2x) =3
w przedziale (-, ). Rozwiazanie:
e { 5 2 w @ w 7r}
X —_—— —_—— —_—— —_— — _—
6 37 3 66’3
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Teraz przejdziemy do réwnan, ktére mozna fatwo roztozy¢ na czynniki
(nawiasy), przez co otrzymujemy kilka réwnan podstawowych.
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-
Rozktadanie na czynniki - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0
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|
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0

Mamy tutaj do czynienia z réwnaniem kwadratowym (po podstawieniu

s =sinx), ale moze poradzimy sobie bez podstawiania. Po prostu
rozktadamy lewa strone na dwa nawiasy:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0

Mamy tutaj do czynienia z réwnaniem kwadratowym (po podstawieniu

s =sinx), ale moze poradzimy sobie bez podstawiania. Po prostu
rozktadamy lewa strone na dwa nawiasy:

(2sinx —1)(sinx+1) =0
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0

Mamy tutaj do czynienia z réwnaniem kwadratowym (po podstawieniu
s =sinx), ale moze poradzimy sobie bez podstawiania. Po prostu

rozktadamy lewa strone na dwa nawiasy:
(2sinx —1)(sinx+1) =0

Czyli otrzymujemy:

sin(x) = % lub sin(x) = —1
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0
Mamy tutaj do czynienia z réwnaniem kwadratowym (po podstawieniu
s =sinx), ale moze poradzimy sobie bez podstawiania. Po prostu
rozktadamy lewa strone na dwa nawiasy:
(2sinx —1)(sinx+1) =0
Czyli otrzymujemy:
1

2

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:

sin(x) = lub sin(x) = —1
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
2sin®x +sinx —1=0
Mamy tutaj do czynienia z réwnaniem kwadratowym (po podstawieniu
s =sinx), ale moze poradzimy sobie bez podstawiania. Po prostu
rozktadamy lewa strone na dwa nawiasy:
(2sinx —1)(sinx+1) =0
Czyli otrzymujemy:
1

2

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:

sin(x) = lub sin(x) = —1

x:%—i—Qkﬂ lub x:%r—f—Qkﬂ lub x:—g—i—Qkﬂ gdzie k € Z
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-
Rozktadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 59 /122



-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:

(2cosx +1)(cosx —2) =0
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Rozkfadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:

(2cosx +1)(cosx —2) =0
Czyli otrzymujemy:

1

cos(x) = — 5

lub cos(x) =2
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:

(2cosx +1)(cosx —2) =0
Czyli otrzymujemy:

1
cos(x) = —5 lub cos(x) =2

Drugie réwnanie nie ma rozwigzan, rozwigzujac pierwsze otrzymujemy:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
2cos®x —3cosx —2 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:
(2cosx +1)(cosx —2) =0
Czyli otrzymujemy:

1
cos(x) = —5 lub cos(x) =2

Drugie réwnanie nie ma rozwigzan, rozwigzujac pierwsze otrzymujemy:

2 2
X:—?ﬂ——l—2k’7{' lub X:§+2kﬂ' gdzie k € Z
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

2sinxcosx —2sinx+cosx —1=0
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:

2sinxcosx —2sinx+cosx —1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:

2sinxcosx —2sinx+cosx —1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:

2sinx(cosx —1)+cosx —1=0
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
2sinxcosx —2sinx4+cosx —1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:

2sinx(cosx —1)+cosx —1=0

Mamy wiec:

Tomasz Lechowski Batory 2LO
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
2sinxcosx —2sinx4+cosx —1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:

2sinx(cosx —1)+cosx —1=0

Mamy wiec:
(2sinx+1)(cosx —1) =0
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
2sinxcosx —2sinx4+cosx —1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:
2sinx(cosx —1)+cosx —1=0
Mamy wiec:
(2sinx+1)(cosx —1) =0
Czyli otrzymujemy:

1
sin(x) = —5 lub cos(x) =1
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
2sinxcosx —2sinx4+cosx —1=0
Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:
2sinx(cosx —1)+cosx —1=0
Mamy wiec:
(2sinx+1)(cosx —1) =0

Czyli otrzymujemy:

1

sin(x) = —5 lub cos(x) =1

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
2sinxcosx —2sinx +cosx—1=0

Sprébujmy roztozyé, ale najpierw wyciggniemy z pierwszych dwéch
wyrazéw 2sin x, otrzymujemy:
2sinx(cosx —1)+cosx —1=0
Mamy wiec:
(2sinx+1)(cosx —1) =0
Czyli otrzymujemy:
1

sin(x) = —5 lub cos(x) =1

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:

x:—%+2k7r lub x:—%+2k7r lub x = 2kr gdzie k € Z
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Rozktadanie na czynniki - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0
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Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0

Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0

Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:

(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 61 / 122



-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0

Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Mogliby$my dalej rozktadaé (korzystajac z réznicy kwadratéw), ale po
prostu zapiszmy, ze:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0

Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Mogliby$my dalej rozktadaé (korzystajac z réznicy kwadratéw), ale po
prostu zapiszmy, ze:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0
Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Mogliby$my dalej rozktadaé (korzystajac z réznicy kwadratéw), ale po
prostu zapiszmy, ze:

tg(x) = i\f lub tg(x) = +V3

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:
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-
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0
Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Mogliby$my dalej rozktadaé (korzystajac z réznicy kwadratéw), ale po
prostu zapiszmy, ze:

tg(x) = i\f lub tg(x) = +V3

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:

T km T km )
X=—=+—= lub x=—+ gdzie k € Z
6 2 3 2
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|
Rozkfadanie na czynniki - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
3tg*x —10tg?x+3=0

Tutaj moglibyémy podstawi¢ t = tg? x, ale sprébujmy od razu roztozyé:
(3tg®x —1)(tg’?x —3) =0

Mogliby$my dalej rozktadaé (korzystajac z réznicy kwadratéw), ale po
prostu zapiszmy, ze:

tg(x) = i\f lub tg(x) = +V3

Rozwigzujemy te podstawowe réwnania i mamy odpowiedz:

T 6T ! XT3

gdzie k € Z

Zastandw sig, czy rozumiesz, skad wzieta sie ta odpowiedz.
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Rozktad na czynniki - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
2cos’x —cosx —3 =0
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
2cos’x —cosx —3 =0

Rozwigzanie:
x =7+ 2km gdzie k € Z
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
2cos’x —cosx —3 =0

Rozwigzanie:
x =7+ 2km gdzie k € Z

@ Réwnanie:
sinxcosx +sinx —cosx—1=0
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
2cos’x —cosx —3 =0

Rozwigzanie:
x =7+ 2km gdzie k € Z

@ Réwnanie:
sinxcosx +sinx —cosx—1=0

Rozwiazanie:

x:g—i—2k7r lub  x=m+2kr gdziek€Z
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Rozktad na czynniki - ¢wiczenia cd.

@ Roéwnanie:
ctgdx — ctg?x — 3ctgx +3=0
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia cd.

@ Roéwnanie:
ctgdx — ctg?x — 3ctgx +3=0

Rozwigzanie:

5
X:%—l-kﬂ' lub X:%—I—kﬂ' lub x:g—i—kﬂ gdzie k € Z
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia cd.

@ Roéwnanie:
ctgdx — ctg?x — 3ctgx +3=0

Rozwigzanie:

5
X:%—l-k’ﬂ' lub X:%—I—kﬂ' lub x:g—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:

3

sindx —4sin’x —sinx+4=0
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Rozkfad na czynniki - ¢wiczenia cd.

@ Roéwnanie:
ctgdx — ctg?x — 3ctgx +3=0

Rozwigzanie:

5
X:%—l-k’ﬂ' lub X:%—I—kﬂ' lub x:g—i—kﬂ gdzie k € Z

@ Réwnanie:

3

sindx —4sin’x —sinx+4=0

Rozwiazanie:

x:g—i—kﬂ gdzie k € Z
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Zwiekszamy stopien trudnosci.
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Zwiekszamy stopien trudnosci. Do arsenatu dodajemy jedynke
trygonometryczna, ktéra mozemy wykorzystywaé, by przeksztatca¢ dane
réwnania.
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy o najwazniejszej tozsamosci w trygonometrii:

2

sin®x +cos®x = 1
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy o najwazniejszej tozsamosci w trygonometrii:

2

sin®x +cos®x = 1

W pierwszej klasie wykorzystywalisSmy je do rozwigzywania zadan typu:
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy o najwazniejszej tozsamosci w trygonometrii:

2

sin®x +cos®x = 1

W pierwszej klasie wykorzystywalisSmy je do rozwigzywania zadan typu:
Zadanie z | klasy

Dany jest kat «, dla ktérego cosa = % oraz o € (37”, 27). Oblicz sin«
oraz ctga.
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy o najwazniejszej tozsamosci w trygonometrii:

2

sin®x +cos®x = 1

W pierwszej klasie wykorzystywalisSmy je do rozwigzywania zadan typu:

Zadanie z | klasy

Dany jest kat «, dla ktérego cosa = % oraz o € (37”, 27). Oblicz sin«
oraz ctga.

2v2

Odpowiedzi to oczywiscie sin x = —=%= oraz ctgx = —

*[S
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy, ze jedynka trygonometryczna dziata dla dowolnego kata x,
czyli
sin31° + cos?31° = 1
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy, ze jedynka trygonometryczna dziata dla dowolnego kata x,
czyli
sin31° + cos?31° = 1

Vs T
22 fcos?- =1

sin 7 7
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy, ze jedynka trygonometryczna dziata dla dowolnego kata x,
czyli
sin?31° + cos?31° = 1

Vs T
22 fcos?- =1

sin 7 7

ale takze:
sin?(3a)) + cos?(3a) = 1
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy, ze jedynka trygonometryczna dziata dla dowolnego kata x,

czyli
sin?31° + cos?31° = 1
.2 T 2 s
sin© = +cos“— =1
g sy
ale takze:

sin?(3a)) + cos?(3a) = 1

sin2(g — )+ Cos2(g —m)=1
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Jedynka trygonometryczna - wprowadzenie

Pamietajmy, ze jedynka trygonometryczna dziata dla dowolnego kata x,
czyli

sin®31° + cos?31° =1
2

T o T
— —:1
7—|—cos7

sin
ale takze:
sin?(3a)) + cos?(3a) = 1

.9, X X
sin?(5 — ) +cos?(5 —7) =1
2 2
Rozwigzywanie réwnanh trygonometrycznych z wykorzystaniem jedynki

sprowadza sie do przeksztatcenia przyktadu tak, by mozna go byto
rozwigza¢ poprzednimi metodami.
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Jedynka trygonometryczna - przykfad 1

Rozwiaz réwnanie:
5sinx —2cos®x = 1
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-
Jedynka trygonometryczna - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
5sinx —2cos®x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy —2 cos? x na
2sin® x — 2, otrzymujemy:
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-
Jedynka trygonometryczna - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
5sinx —2cos®x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy —2 cos? x na
2sin® x — 2, otrzymujemy:

2sin’x 4+ 5sinx —3 =0

Rozktadamy na dwa nawiasy:
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Jedynka trygonometryczna - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
5sinx —2cos®x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy —2 cos? x na
2sin® x — 2, otrzymujemy:

2sin®x 4 5sinx —3 =0
Rozktadamy na dwa nawiasy:
(2sinx —1)(sinx+3) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:
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-
Jedynka trygonometryczna - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
5sinx —2cos®x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy —2 cos? x na
2sin® x — 2, otrzymujemy:

2sin®x 4 5sinx —3 =0
Rozktadamy na dwa nawiasy:

(2sinx —1)(sinx+3) =0
i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

x:%+2k7r lub x:%r—i—2k7r gdzie k € Z
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Jedynka trygonometryczna - przykfad 2

Rozwiaz réwnanie:
25sin?3x + cos3x = 1
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-
Jedynka trygonometryczna - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
25sin?3x + cos3x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy 2sin? 3x na
2 — 2cos® 3x, otrzymujemy:
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-
Jedynka trygonometryczna - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
25sin?3x + cos3x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy 2sin? 3x na
2 — 2cos® 3x, otrzymujemy:

2cos?3x —cos3x —1=0

Rozktadamy na dwa nawiasy:
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Jedynka trygonometryczna - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
25sin?3x + cos3x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy 2sin? 3x na
2 — 2cos® 3x, otrzymujemy:

2cos’3x —cos3x —1=0
Rozktadamy na dwa nawiasy:
(2cos3x + 1)(cos3x —1) =0

i rozwiazujemy. Otrzymujemy:
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Jedynka trygonometryczna - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
25sin?3x + cos3x = 1

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamieniamy 2sin? 3x na
2 — 2cos® 3x, otrzymujemy:

2cos’3x —cos3x —1=0
Rozktadamy na dwa nawiasy:
(2cos3x + 1)(cos3x —1) =0

i rozwiazujemy. Otrzymujemy:

2r  2km 2w 2kmw 2km
—+—— lub x=—+4+— lub x=—

iek eZ
9+3 9 3 gdzie k €

X =
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Jedynka trygonometryczna - ¢éwiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x
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Jedynka trygonometryczna - ¢éwiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x

Rozwigzanie:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 69 / 122



Jedynka trygonometryczna - ¢éwiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x

Rozwigzanie:

x:g—l—2k7r gdzie k € Z
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Jedynka trygonometryczna - ¢wiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x

Rozwigzanie:

x:g—l—2k7r gdzie k € Z

@ Réwnanie:
2cos?2x + 7sin2x +2 =0
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Jedynka trygonometryczna - ¢wiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x

Rozwigzanie:

x:g—l—2k7r gdzie k € Z

@ Réwnanie:
2cos?2x + 7sin2x +2 =0

Rozwiazanie:
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Jedynka trygonometryczna - ¢wiczenia

o Réwnanie:

2sinx = 2 + cos® x

Rozwigzanie:

x:g—l—2k7r gdzie k € Z

@ Réwnanie:
2cos?2x + 7sin2x +2 =0

Rozwiazanie:

T 57 .
x——ﬁ—i-kw lub X——E-i-kﬂ' gdzie k € Z
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Idziemy dalej, zwiekszamy stopien trudnosci.
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy.
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0

to nie mamy zadnego problemu.
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0

to nie mamy zadnego problemu. Wprawdzie raz mamy 3x, raz 2x, ale
tatwo dochodzimy do réwnanh podstawowych.
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0

to nie mamy zadnego problemu. Wprawdzie raz mamy 3x, raz 2x, ale
tatwo dochodzimy do réwnan podstawowych. Rozwigzanie to oczywiscie:
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0

to nie mamy zadnego problemu. Wprawdzie raz mamy 3x, raz 2x, ale
tatwo dochodzimy do réwnan podstawowych. Rozwigzanie to oczywiscie:

x:%+2k7r lub X:—%-f—kﬂ' lub xz%—i—kﬂ gdzie k € Z
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Idziemy dalej, zwigkszamy stopien trudnosci. Moze si¢ zdarzyé, ze w
jednym réwnaniu wystepuja rézne katy. Jesli jest to co$ w stylu:

(sin3x —1)(2cos2x —1) =0

to nie mamy zadnego problemu. Wprawdzie raz mamy 3x, raz 2x, ale
tatwo dochodzimy do réwnan podstawowych. Rozwigzanie to oczywiscie:

x:%+2k7r lub X:—%-f—kﬂ' lub xz%—i—kﬂ gdzie k € Z

Moze sie jednak zdarzy¢, ze sprawa nie bedzie taka proste i bedziemy
dazyli do tego, by wszedzie mie¢ ten sam kat.
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Podwojony kat - wprowadzenie

Wzory, ktére trzeba pamietaé:
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Podwojony kat - wprowadzenie

Wzory, ktére trzeba pamietaé:

sin2x = 2sin x cos x
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Podwojony kat - wprowadzenie

Wzory, ktére trzeba pamietaé:

sin2x = 2sin x cos x

2 2

COS2Xx = €COS“ X — Sin“ x =
=2cos’x—1=

=1-2sin’x
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Podwojony kat - wprowadzenie

Wzory, ktére trzeba pamietaé:

sin2x = 2sin x cos x

2 2

€0S 2X = COS” X — sin” x =

=2cos’x —1=

=1-2sin’x
W przypadku cosinusa mamy w rzeczywistosci 3 wzory, korzystamy z
tegom ktéry akurat nam pasuje.
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Podwojony kat - wprowadzenie

Pamietajmy, ze te wzory dziataja niezaleznie od tego, czym jest x, czyli
mamy np.:
sin 10° = 2sin 5° cos 5°
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Podwojony kat - wprowadzenie

Pamietajmy, ze te wzory dziataja niezaleznie od tego, czym jest x, czyli
mamy np.:
sin 10° = 2sin 5° cos 5°

sin8a = 2sin4a cos4a
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Podwojony kat - wprowadzenie

Pamietajmy, ze te wzory dziataja niezaleznie od tego, czym jest x, czyli
mamy np.:
sin 10° = 2sin 5° cos 5°

sin8a = 2sin4a cos4a

cos(10x) = 1 — 2sin?(5x)

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 72 /122



Podwojony kat - wprowadzenie

Pamietajmy, ze te wzory dziataja niezaleznie od tego, czym jest x, czyli
mamy np.:
sin 10° = 2sin 5° cos 5°

sin 8a = 2sin 4a cos 4o
cos(10x) = 1 — 2sin?(5x)
cos(x) = cosz(%) - sinz(i)

2
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Podwojony kat - wprowadzenie

Pamietajmy, ze te wzory dziataja niezaleznie od tego, czym jest x, czyli
mamy np.:
sin 10° = 2sin 5° cos 5°

sin8a. = 2sin 4« cos 4o
cos(10x) = 1 — 2sin?(5x)

cos(x) = cosz(E) - sinz(E)

Wazne jest, by kat wystepujacy we wzorze po lewej stronie tozsamosci byt
dwukrotno$cia kata wystepujacego po prawej stronie tozsamosci.
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Podwojony kat - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin2x +sinx =0
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Podwojony kat - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin2x +sinx =0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (sin 2x = 2sin x cos x) i
otrzymujemy:
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Podwojony kat - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sin2x +sinx =0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (sin 2x = 2sin x cos x) i
otrzymujemy:

2sinxcosx +sinx =0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i mamy:
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Podwojony kat - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sin2x +sinx =0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (sin 2x = 2sin x cos x) i
otrzymujemy:

2sinxcosx +sinx =0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i mamy:
sinx(2cosx+1) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019 73 /122



-
Podwojony kat - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sin2x +sinx =0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (sin 2x = 2sin x cos x) i
otrzymujemy:

2sinxcosx +sinx =0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i mamy:
sinx(2cosx+1) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

2 2
x =km lub X:—§+2k7{' lub X:?Tr—i—2k7r gdzie k € Z
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Podwojony kat - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 74 /122



|
Podwojony kat - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos 6x = 2 cos?(3x) — 1), chcemy
mie¢ same cosinusy) i otrzymujemy:
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Podwojony kat - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:

cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos 6x = 2 cos?(3x) — 1), chcemy
mie¢ same cosinusy) i otrzymujemy:

2 cos?(3x) — 3cos(3x) =0

Wyciggamy cos(3x) przed nawias i mamy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019 74 /122



-
Podwojony kat - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos 6x = 2 cos?(3x) — 1), chcemy
mie¢ same cosinusy) i otrzymujemy:

2 cos?(3x) — 3cos(3x) =0
Wyciggamy cos(3x) przed nawias i mamy:
cos(3x)(2cos(3x) —3) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:
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Podwojony kat - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos 6x = 2 cos?(3x) — 1), chcemy
mie¢ same cosinusy) i otrzymujemy:

2 cos?(3x) — 3cos(3x) =0
Wyciggamy cos(3x) przed nawias i mamy:

cos(3x)(2cos(3x) —3) =0
i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

3x:g+k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 74 /122



-
Podwojony kat - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cos(6x) —3cos(3x) +1=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos 6x = 2 cos?(3x) — 1), chcemy

mie¢ same cosinusy) i otrzymujemy:
2 cos?(3x) — 3cos(3x) =0
Wyciggamy cos(3x) przed nawias i mamy:
cos(3x)(2cos(3x) —3) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

3x:g+k7r gdzie k € Z
czyli: .
T T
xX=—=+4 dzie k € Z
6 3 &
Batory 2L0 20 lipca 2019
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Podwojony kat - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
cosdx +4sin2x+5=0
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Podwojony kat - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
cosdx +4sin2x+5=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos4x = 1 — 2sin?2x), chcemy
mie¢ same sinusy) i otrzymujemy:
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Podwojony kat - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
cosdx +4sin2x+5=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos4x = 1 — 2sin?2x), chcemy
mie¢ same sinusy) i otrzymujemy:

—2sin?2x +4sin2x +6 =0

Dzielimy przez —2 i rozktadamy na dwa nawiasy:
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Podwojony kat - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
cosdx +4sin2x+5=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos4x = 1 — 2sin?2x), chcemy
mie¢ same sinusy) i otrzymujemy:

—2sin?2x + 4sin2x +6 =0
Dzielimy przez —2 i rozktadamy na dwa nawiasy:
(sin2x +1)(sin2x —3) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:
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Podwojony kat - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:

cosdx +4sin2x +5=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos4x = 1 — 2sin?2x), chcemy
mie¢ same sinusy) i otrzymujemy:

—2sin?2x + 4sin2x +6 =0
Dzielimy przez —2 i rozktadamy na dwa nawiasy:
(sin2x +1)(sin2x —3) =0
i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

37

2x =5 + 2km gdzie k € Z
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Podwojony kat - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
cosdx +4sin2x+5=0

Korzystamy ze wzoru na podwojony kat (cos4x = 1 — 2sin?2x), chcemy
mie¢ same sinusy) i otrzymujemy:

—2sin?2x + 4sin2x +6 =0
Dzielimy przez —2 i rozktadamy na dwa nawiasy:
(sin2x +1)(sin2x —3) =0

i rozwigzujemy. Otrzymujemy:

2x 3; + 2km gdzie k € Z
czyli:
X = %Tﬂ- + km gdzie k € Z
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie: X
sinx—2cos§ =0
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie: X
sinx—2cos§ =0

Rozwigzanie:
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie: X
sinx—2cos§ =0

Rozwigzanie:
x =m+ 2km gdzie k € Z
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie: X
sinx—2cos§ =0

Rozwigzanie:
x =m+ 2km gdzie k € Z

@ Réwnanie:
cosdx + 2sin2xcos2x +1=0
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie:

X
i - 2 - = 0
sin X Cos >

Rozwigzanie:
x =m+ 2km gdzie k € Z

@ Réwnanie:
cosdx + 2sin2xcos2x +1=0

Rozwigzanie:
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Podwojony kat - éwiczenia

@ Réwnanie:

. X
sinx —2cos— =0

2
Rozwigzanie:

x =m+ 2km gdzie k € Z

@ Réwnanie:

cosdx + 2sin2xcos2x +1=0
Rozwigzanie:

zkﬂ

k
T b x:—g+; gdzie k € Z
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

Mamy do dyspozycji nastepujace wzory:

sin(a + 3) = sinwcos 3 & cos asin 3

cos(av £ 3) = cosacos 3 F sinasin 3
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-
Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

Mamy do dyspozycji nastepujace wzory:
sin(a + 3) = sinwcos 3 & cos asin 3
cos(av £ 3) = cosacos 3 F sinasin 3

Wzory te mozemy wykorzystaé, by np. obliczy¢ sin(%) czy cos 15°:
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-
Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

Mamy do dyspozycji nastepujace wzory:
sin(a + 3) = sinwcos 3 & cos asin 3
cos(av £ 3) = cosacos 3 F sinasin 3

Wzory te mozemy wykorzystaé, by np. obliczy¢ sin(%) czy cos 15°:

sin(h> = sin<37r + 471-) —sin(ﬂ + ﬂ) =
12/ 12 12/ 4 3)

P V21 V2 VB V2406

Si 7Tcos7r—i-cos7rs' +
= sin — — —SIn - = S A~ A T
4 3 4 3 2 2 2 2 4
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos45° cos 30° + sin 457 sin 30° =

V3 V2 1 Ve+V2
2 T2 T

|
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos45° cos 30° + sin 457 sin 30° =
VE VG VE1_ \E+Va
2

2 4

2 2 T
Wyszto to samo. To oczywiscie nie jest przypadek. % = 105°, czyli
sin 105° = sin(180 — 75°) = sin 75° = cos(90° — 15°) = cos 15°.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw -
wprowadzenie

cos 15° = cos(45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sin 45° sin 30°

V3 V3 V31 oy
2

2 4

=2 2 to
Wyszto to samo. To oczywiscie nie jest przypadek. %r = 105°, czyli

sin 105° = sin(180 — 75°) = sin 75° = cos(90° — 15°) = cos 15°.

Przy rozwigzywaniu réwnan bedziemy jednak przewaznie stosowali
powyzsze wzory w przeciwnym kierunku (czyli od prawej do lewej).
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx—i—\@cosx: \f2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx+\f3cosx: \f2

Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katdw.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx+\f3cosx: \f2

Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katéw. Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx 4+ V3 cos x = V2
Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katéw. Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:

1 V3 V2

§SinX+7COSX:7
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx 4+ V3 cos x = V2
Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katéw. Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:

1 V3 V2

§SinX+7COSX:7

V3

[ 1 T T .
Teraz zamieniamy 5 na sin i a -5 na COSg I mamy:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx 4+ V3 cos x = V2
Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katéw. Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:

1 V3 V2

§SinX+7COSX:7

V3

[ 1 T T .
Teraz zamieniamy 5 na sin i a -5 na COSg I mamy:

si T Si —i—cosTr cos v2
IN —SIN X — X = —
6 6 2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sinx—|—\f3cosx: \f2

Naszym celem jest przeksztatcenie lewej strony tego réwnania, by
wygladata jak prawa strona wzoréw na sinus/cosinus sumy lub réznicy
katéw. Dzielimy obie strony przez 2 i otrzymujemy:

L sinx + v3 cos V2

—sinx + —cosx = —

2 2 2

V3

[ 1 T T .
Teraz zamieniamy 5 na sin i a -5 na COSg I mamy:

LT, ™ V2
SIn —sSIN X + COS — COS X = —(—
6 6 2
Teraz mozemy zastosowaé wzér na cosinus réznicy katdéw i otrzymujemy:

cosx— ) = v2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.

o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.
o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,
ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten
warunek.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.
o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,
ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten
warunek.

. 1 oo V3 w7 : .1
@ Dlaczego zamienitem 5 na sin ¢, a %5~ na cos g? A nie na przykfad: 3

T . V3 T
nacos3,a 5 naS|n3.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.
o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,
ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten
warunek.

ienitem 1 inT a3 T2 A ni .1
@ Dlaczego zamienitem 5 na sin ¢, a %5~ na cos g? A nie na przykfad: 3
na cos%, a V3 na sin %? Nie miato to znaczenia, mogliSmy zrobi¢ i

2
tak i tak.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.

o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,

ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten

warunek.

. 1 oo V3 w7 : .1
@ Dlaczego zamienitem 5 na sin ¢, a %5~ na cos g? A nie na przykfad: 3

na cos%, a § na sin %? Nie miato to znaczenia, mogliSmy zrobi¢ i
tak i tak. Zrobimy ten drugi sposéb na kolejnym slajdzie.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.

o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,

ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten

warunek.

o Dlaczego zamienitem % na sin %

6 1
V3

na cos%, a 5% nasin %? Nie miato to znaczenia, mogliSmy zrobi¢ i
tak i tak. Zrobimy ten drugi sposéb na kolejnym slajdzie.

a § na cos g7 A nie na przyktad: %

, -z ™ H ™
@ Dlaczego na koncu otrzymalismy cos(x — ¢), a nie cos(g — x)?
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Zanim dokonczymy to, juz proste, zadanie. Oméwmy kilka mozliwych
watpliwosci.

o Dlaczego podzielilismy akurat przez 27 Chcemy, zeby powstaty liczby,
ktére sa sinusem i cosinusem tego samego kata. % i ? spetniaja ten
warunek.

o Dlaczego zamienitem % nasing, a § na cos g7 A nie na przyktad: %
na cos%, a @ na sin %? Nie miato to znaczenia, mogliSmy zrobi¢ i
tak i tak. Zrobimy ten drugi sposéb na kolejnym slajdzie.

, -z ™ H ™
@ Dlaczego na koncu otrzymalismy cos(x — ¢), a nie cos(g — x)?
Bardzo wazne pytanie i musicie to doskonale rozumie¢! Przeciez
_ H s _ s H
cosa = cos(—a), czyli cos(x — &) = cos(g — x), to jest to samo.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

JesteSmy przy:

cos(x - 7(;) = \f
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

JesteSmy przy:

cos(x - 7(;) = \f

Teraz to juz prosto:

x—”:—%rzkﬂ lub x—f:%w/«r gdzie k € Z

6
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1
JesteSmy przy:

cos(x - 7(;) = \f

Teraz to juz prosto:

x—%:—%—i—Qkﬂ lub x—%:%—i—Zlﬂr gdzie k € Z
Czyli nasza odpowiedzig jest:
5
X:—%—{—2kﬂ' lub X = lg—|—2k7r gdzie k € Z
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Teraz wré6¢my do momentu:

lsinx—%ﬁcosx—ﬁ
2 2 2

ey L T o, V3 s .
| zamiefimy 5 na cos §, a %5 na sin §, otrzymamy:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Teraz wré6¢my do momentu:

V2

lsinx—i-ﬁcosx——
2 2 2

ey L T o, V3 s .
| zamiefimy 5 na cos §, a %5 na sin §, otrzymamy:

cos T sin x + sin T cos V2
—=sinx +sin - X=—
3 3 2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Teraz wré6¢my do momentu:

lsinx—%ﬁcosx—ﬁ
2 2 2

ey L T o, V3 s .
| zamiefimy 5 na cos §, a %5 na sin §, otrzymamy:

V2

T 4 0
COS = sin X + sin = COS X = ——
3 3 2

Teraz mamy wzér na sinus sumy katéw, czyli otrzymujemy:

sin(x—l-g) = \2@
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Teraz wré6¢my do momentu:

lsinx—%ﬁcosx—ﬁ
2 2 2

| zamiehmy % na cos %, a § na sin 5, otrzymamy:

cos — sin + sin T cos V2

—sinx 4 sin —cosx = —

3 3 2

Teraz mamy wzér na sinus sumy katéw, czyli otrzymujemy:
. T \@
sin (X + 3> = 7

Rozwiagzujemy i otrzymujemy:

37

T T T .
x+§—z+2k7r lub X—|—§ T+2kﬂ- gdziek € Z
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 1

Teraz wré6¢my do momentu:

fsinx—i-écosx—ﬁ
2 2 2

ey L T o, V3 s .
| zamiefimy 5 na cos §, a %5 na sin §, otrzymamy:

cos T sin x + sin T cos V2
—=sinx +sin - X=—
3 3 2

Teraz mamy wzér na sinus sumy katéw, czyli otrzymujemy:

. T \@
sin (X + 3> = 7
Rozwiagzujemy i otrzymujemy:

)t T ok b x+ T = T iokr  gdzekeZ

3 4 3 4
To po wyznaczeniu x daje oczywiscie doktadnie to samo rozwigzanie, co
poprzednio.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 82 /122



Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
sinx — cosx = /2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
sinx — cosx = /2

Przez co warto pomnozy¢ obie strony?
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:

sinx — cosx = /2
. P . “y o 2
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiscie przez % wtedy po

. . . .
lewej stronie otrzymamy cos 7 oraz sin 7.

V2

—sinx—Tcosx:l

2

czyli:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
sinx — cosx = /2
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiécie przez 5%, wtedy po

. . . .
lewej stronie otrzymamy cos 7 oraz sin 7.

V2

—sinx—Tcosx:l

2

czyli:
T . .
cos  sinx — sin - cos x = 1
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
sinx — cosx = /2

. P . “y o 2
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiscie przez % wtedy po

. . . .
lewej stronie otrzymamy cos 7 oraz sin 7.

V2

—sinx—Tcosx:l

2

czyli:
T . .
cos  sinx — sin - cos x = 1

Stosujemy wzér na sinus réznicy katdw i otrzymujemy:

i - == 1
SIn(X )

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 83 /122



Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

i - == 1
SIn(X >
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

co daje:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 2

co daje:

s
SIn(X 4>
s

X—Z:g+2k7r gdzie k € Z

Czyli nasze ostateczne rozwigzanie to:

x:¥+2k7r gdziek € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO

20 lipca 2019

84 /122



Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
V3sinx +cosx =1
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
V3sinx +cosx =1

Przez co warto pomnozy¢ obie strony?

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 85 /122



-
Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
V3sinx +cosx =1

. e . “s . 1 .
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiécie przez 5, wtedy po lewej
stronie otrzymamy np. cos ¢ oraz sin ¢.

1
7sinx+§cosx: 5

czyli:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3
Rozwiaz réwnanie:
V3sinx +cosx =1

. e . “s . 1 .
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiécie przez 5, wtedy po lewej
stronie otrzymamy np. cos ¢ oraz sin ¢.

1
7sinx+§cosx:§
czyli:
cosws'n +s'n7rcos L
—sinx in — X = —
6 6 2
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
V3sinx +cosx =1

. e . “s . 1 .
Przez co warto pomnozy¢ obie strony? Oczywiécie przez 5, wtedy po lewej
stronie otrzymamy np. cos ¢ oraz sin ¢.

1
7sinx+§cosx: 5

czyli:
T . . 1
COS — SIN X + SIN — COS X = —

6 6 2
Stosujemy wzér na sinus sumy katéw i otrzymujemy:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3

co daje:

X+ :%—i—Zkﬂ lub x+6:5€+2k7r gdzie k € Z
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 3

co daje:
5
x—i—%:%—i—Qlﬂr lub x—f—g:%—f—ﬂﬂr gdzie k € Z
Czyli nasze ostateczne rozwigzanie to:
2r .
x = 2k lub x == + 2km gdzie k € Z
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:

V6

sin 3x + cos 3x = -
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:

. V6
sin3x 4+ cos3x = -
To, ze zamiast x mamy 3x nic nie zmienia, wazne, ze w obu miejscach jest

ten sam kat.
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:

V6

sin 3x + cos 3x = -

To, ze zamiast x mamy 3x nic nie zmienia, wazne, ze w obu miejscach jest

V2

ten sam kat. Mnozymy oczywiscie przez ~5=.
2 2 V12
TSin?)X“i“ {COS3X = 7T

czyli:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:

V6

sin 3x + cos 3x = -

To, ze zamiast x mamy 3x nic nie zmienia, wazne, ze w obu miejscach jest

V2

ten sam kat. Mnozymy oczywiscie przez ~5=.

2 2 V12
TSin?)X“i“ {COS3X = 7T

czyli:
V3

T ™
cos —sin3 sin — cos3x = —
INn 3x + si 7 X >
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

Rozwiaz réwnanie:

V6

sin 3x + cos 3x = -

To, ze zamiast x mamy 3x nic nie zmienia, wazne, ze w obu miejscach jest

V2

ten sam kat. Mnozymy oczywiscie przez ~5=.

V12
4

2 2
2sin3x+\2[cos3x: —

czyli:
V3

™ . .
cos—sm3x—|—smzcos3x: —

Stosujemy wzér na sinus sumy katéw i otrzymujemy:

sin<3x + Z) = —\ég
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

ol%

i 3 - = —
S|n(x+ )
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

ol%

i 3 - = —
S|n(x+ )

2
3X+%:_g+2kﬂ lub 3X+%:—§+2k7r gdzie k € Z

Otrzymujemy
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

™ \@
in(3 ™ _ _V3
sm( X + 4) 5
Otrzymujemy
2
3x+%:—g+2k7r lub 3x+%:—§+2k7r gdzie k € Z
Czyli nasze ostateczne rozwigzanie to:
Tm 2km 11 2km
=——+— lub = 4+ — dziek € Z
X 36 + 3 u X 36 + 3 gazie k €
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - przyktad 4

ol%

s
in(3 ™ _ _
sm( x+4)
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - ¢éwiczenia

@ Réwnanie:
sin2x — v/3cos2x = 1
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - ¢éwiczenia

@ Réwnanie:
sin2x — v/3cos2x = 1

Rozwiazanie:
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Wzér na sinus/cosinus sumy i réznicy katéw - ¢éwiczenia

@ Réwnanie:
sin2x — v/3cos2x = 1

Rozwiazanie:

7
x:%—i—kﬂ lub x:l—g—i—kﬂ gdzie k € Z
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Teraz przejdziemy do najbardziej zaawansowanych przyktadéw z
wykorzystaniem wzordéw na sume i réznice sinuséw,/cosinuséw
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - wprowadzenie

Wzory, ktére warto znac.
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - wprowadzenie

Wozory, ktére warto znaé. Ja sam nie znam ich na pamigé, ale kojarze je na
tyle dobrze, ze potrafie zauwazy¢, kiedy mozna je zastosowac - i to jest
najwazniejsze.
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - wprowadzenie

Wozory, ktére warto znaé. Ja sam nie znam ich na pamigé, ale kojarze je na
tyle dobrze, ze potrafie zauwazy¢, kiedy mozna je zastosowac - i to jest

) eex(57)
sma—sinﬂ:2si”( ) ( )
ﬁ) ("5 )

= o))

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 92 /122

sina—i—sinﬂ:Zsin(

cosa + cos 3 = 2cos(



-
Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0
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|
Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywiscie wzér na sume sinuséw:

3
25in§cosg =0

czyli:
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1
Rozwiaz réwnanie:

sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywiscie wzér na sume sinuséw:

3
25in§cosg =0
czyli:
3
?X:k7r lub %:g—l—kﬁ gdzie k € Z
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywiscie wzér na sume sinuséw:

3
2sin ?X cosg =0

czyli:

3x X 7 .

?—kw lub §—§+k7r gdzie k € Z
Ostatecznie:

2k
X:T7T lub x =7+ 2km gdziek € Z
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywisécie wzdr na sume sinusow:

3
2sin ?X cos% =0

czyli:

3x X w .

?—kw lub §—§+k7r gdzie k € Z
Ostatecznie:

2k
X:T7T lub x =7+ 2km gdziek € Z

To samo réwnanie rozwigzali$my wczesniej (korzystajac ze wzoru
sin 2x = 2sin x cos x).
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-
Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywisécie wzdr na sume sinusow:

3
2sin ?X cos% =0

czyli:

3x X w .

?—kw lub §—§+k7r gdzie k € Z
Ostatecznie:

2k
X:T7T lub x =7+ 2km gdziek € Z

To samo réwnanie rozwigzali$my wczesniej (korzystajac ze wzoru
sin 2x = 2sin x cos x). Poréwnajcie nasze rozwigzania.
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-
Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sinx +sin2x =0

Stosujemy oczywisécie wzdr na sume sinusow:

3
2sin ?X cos% =0

czyli:

3x X w .

?—kw lub §—§+k7r gdzie k € Z
Ostatecznie:

2k
X:Tﬂ- lub x =7+ 2km gdziek € Z

To samo réwnanie rozwigzali$my wczesniej (korzystajac ze wzoru

sin 2x = 2sin x cos x). Poréwnajcie nasze rozwigzania. Na pierwszy rzut
oka wygladaja inaczej, ale po chwili zastanowienia zobaczycie, ze wyszto
oczywiscie to samo.
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdr na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 94 /122
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu?
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:

2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0
wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0
Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:
2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0
wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
cos2x(2cosx+1) =0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0
Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:
2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0
wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
cos2x(2cosx+1) =0

To daje:
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-
Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:
2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0
wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
cos2x(2cosx+1) =0

To daje:

2 2
2x = g—i-kﬂ' lub x = —§+2k7r lub x = §+2k7r gdzie k € Z

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 94 /122
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:

2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0

wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
cos2x(2cosx+1) =0

To daje:
T 27 27 :
2x = §+k7r lub x = —?+2k7r lub x = ?+2k7r gdzie k € Z

Ostatecznie:
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 2

Rozwiaz réwnanie:
cosx + cos2x + cos3x =0

Stosujemy wzdér na sume cosinuséw dla cos x + cos 3x. Czemu? Bo wtedy
pojawi nam sie 2 cos 2x cos(—x) i cos2x bedziemy mogli wyciagna¢ przed
nawias:
2 cos 2x cos(—x) + cos2x = 0
wyciggamy cos 2x przed nawias (i przy okazji zamieniamy cos(—x) na
cos x):
cos2x(2cosx+1) =0

To daje:
T 27 27 :
2x = §+k7r lub x = —?+2k7r lub x = ?+2k7r gdzie k € Z

Ostatecznie:

K 2 2
X:%—F?ﬂ- lub x:—§+2kw lub x:§+2k7r gdzie k € 7
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa,
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa, ale sprawa jest tak naprawde prosta. Musimy po
prostu zamieni¢ cosinus na sinus lub vice versa.
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa, ale sprawa jest tak naprawde prosta. Musimy po
prostu zamieni¢ cosinus na sinus lub vice versa. Mamy do dyspozycji

. o o
super-wazne wzory redukcyjne: cos 3x = sin(5 — 3x).
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa, ale sprawa jest tak naprawde prosta. Musimy po
prostu zamieni¢ cosinus na sinus lub vice versa. Mamy do dyspozycji

' H . — 1 s .
super-wazne wzory redukcyjne: cos 3x = sin(5 — 3x). Skorzystamy z tego:

sin 2x — sin(g —3x)=0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa, ale sprawa jest tak naprawde prosta. Musimy po
prostu zamieni¢ cosinus na sinus lub vice versa. Mamy do dyspozycji

' H . — 1 s .
super-wazne wzory redukcyjne: cos 3x = sin(5 — 3x). Skorzystamy z tego:

sin 2x — sin(g —3x)=0

Teraz oczywiscie wzér na réznice sinuséw:
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:
sin2x —cos3x =0

Tutaj na poczatku mozemy mieé problem - nie ma przeciez wzoru na
réznice sinusa i cosinusa, ale sprawa jest tak naprawde prosta. Musimy po
prostu zamieni¢ cosinus na sinus lub vice versa. Mamy do dyspozycji

' H . — 1 s .
super-wazne wzory redukcyjne: cos 3x = sin(5 — 3x). Skorzystamy z tego:

sin 2x — sin(g —3x)=0

Teraz oczywiscie wzér na réznice sinuséw:

2Sin<2x— (g - 3x)> Cos<2x+ (g — 3x)> 0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin(zx— (g — 3x)) COs<2x+ (g — 3x)> 0
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin<2x— (g — 3x)) COs<2x+ (g — 3x)> 0

Upraszczamy i otrzymujemy:
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin<2x— (g — 3x)) Cos<2x+ (g — 3x)> 0

Upraszczamy i otrzymujemy:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin<2x— (g — 3x)) Cos<2x+ (g — 3x)> 0

Upraszczamy i otrzymujemy:

To daje:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin<2x— (g — 3x)) Cos<2x+ (g — 3x)> 0

Upraszczamy i otrzymujemy:

To daje:
X T lub Xy T Tk dzie k € Z
—_— == — === Zi
2 4 7 ! 2 TaT T8
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Wzory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - przyktad 3

2Sin<2x— (g — 3x)) Cos<2x+ (g — 3x)> 0

Upraszczamy i otrzymujemy:

To daje:
X T lub Xy T Tk dzie k € Z
—_— == — === Zi
2 4 7 ! 2 TaT T8

Ostatecznie:

m  2km T .
x—l—O—I—T lub X——§+2k7{‘ gdzie k € Z
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
sin x = sin 3x
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
sin x = sin 3x

Rozwiazanie:

k
x=kr  lub x:%—i-?ﬂ gdzie k € 7
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Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
sin x = sin 3x

Rozwiazanie:

k
x=kr  lub x:%—i-?ﬂ gdzie k € 7

@ Réwnanie:
sin x + sin 3x = sin 2x

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 97 / 122



Wozory sume i réznice sinuséw/cosinuséw - ¢wiczenia

@ Réwnanie:
sin x = sin 3x

Rozwiazanie:

k
x=kr  lub x:%+§ gdzie k € 7

@ Réwnanie:
sin x + sin 3x = sin 2x

Rozwigzanie:

K
X:77T lub x:—g+2k7r lub x:%+2k7r gdzie k € 7

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 97 / 122



-
Bardziej skomplikowane przykfady

Na kolejnych slajdach oméwimy kilka bardziej ztozonych przyktadéw.

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 98 / 122



-
Bardziej skomplikowane przykfady

Na kolejnych slajdach oméwimy kilka bardziej ztozonych przyktadéw.

Przewaznie bedziemy musieli zastosowaé kilka réznych metod opisanych
wczesniej.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin* x 4 cos* x = cos 2x
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Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sin* x + cos* x = cos 2x

Pierwsza obserwacja dotyczy lewej strony réwnania. Mozemy j3 zapisaé
jako (sin? x + cos? x)? — 2sin? x cos? x,
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin* x 4 cos* x = cos 2x

Pierwsza obserwacja dotyczy lewej strony réwnania. Mozemy j3 zapisaé
jako (sin2 X + cos? x)2 — 2sin x cos® x, a w nawiasie mamy oczywiscie
jedynke trygonometrycznga.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin* x 4 cos* x = cos 2x

Pierwsza obserwacja dotyczy lewej strony réwnania. Mozemy j3 zapisaé
jako (sin2 X + cos? x)2 — 2sin x cos® x, a w nawiasie mamy oczywiscie
jedynke trygonometryczng. Czyli otrzymujemy:

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:
sin* x 4 cos* x = cos 2x

Pierwsza obserwacja dotyczy lewej strony réwnania. Mozemy j3 zapisaé
jako (sin2 X + cos? x)2 — 2sin x cos® x, a w nawiasie mamy oczywiscie
jedynke trygonometryczng. Czyli otrzymujemy:

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Dalej mamy dwie drugi do wyboru. Albo dazymy do tego, by wszystkie
katy byty réwne 2x albo, zeby wszystkie byty rowne x.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Rozwiaz réwnanie:

sin* x + cos* x = cos 2x
Pierwsza obserwacja dotyczy lewej strony réwnania. Mozemy j3 zapisaé
jako (sin2 X + cos? x)2 — 2sin x cos® x, a w nawiasie mamy oczywiscie
jedynke trygonometryczng. Czyli otrzymujemy:

1 — 2sin? x cos? x = cos 2x
Dalej mamy dwie drugi do wyboru. Albo dazymy do tego, by wszystkie

katy byty réwne 2x albo, zeby wszystkie byty rowne x. Przeanalizujemy
obie drogi.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli

sin22x = 4sin? x cos? x.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:

2 — 4sin® x cos® x = 2 cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:

2 — 4sin® x cos® x = 2 cos 2x

Czyli:
2 —sin?2x = 2 cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:

2 — 4sin® x cos® x = 2 cos 2x

Czyli:
2 —sin?2x = 2 cos 2x

Teraz skorzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamienimy — sin? 2x na
cos?2x — 1,
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:

2 — 4sin® x cos® x = 2 cos 2x

Czyli:
2 —sin?2x = 2 cos 2x

Teraz skorzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamienimy — sin? 2x na
cos? 2x — 1,otrzymujemy (po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone):

cos?2x —2cos2x +1 =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Zamieniamy katy na 2x. Pamietamy, ze sin 2x = 2sin x cos x, czyli
sin? 2x = 4 sin? x cos? x. Warto wiec pomnozy¢ nasze réwnanie przez 2:

2 — 4sin® x cos® x = 2 cos 2x

Czyli:
2 —sin?2x = 2 cos 2x

Teraz skorzystamy z jedynki trygonometrycznej i zamienimy — sin? 2x na
cos? 2x — 1,otrzymujemy (po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone):

cos?2x —2cos2x +1 =0
To wzér skréconego mnozenia:
2 _
(cos2x — 1) =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

(cos2x —1)> =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

(cos2x —1)> =0

czyli cos2x =1, co daje:

2x = 2km gdzie k € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

(cos2x —1)> =0

czyli cos2x =1, co daje:
2x = 2km gdzie k € Z

czyli:
x = km gdzie k € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

2

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 102 / 122



-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tym razem zamienimy katy na x. Mamy do dyspozycji trzy wzory na
cos 2x, skorzystamy z cos2x = 1 — 2sin? x, gdyz wtedy skrécg sie jedynki.
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tym razem zamienimy katy na x. Mamy do dyspozycji trzy wzory na
cos 2x, skorzystamy z cos2x = 1 — 2sin? x, gdyz wtedy skrécg sie jedynki.
Po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone otrzymamy:

2sin® x — 2sin® xcos® x = 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tym razem zamienimy katy na x. Mamy do dyspozycji trzy wzory na
cos 2x, skorzystamy z cos2x = 1 — 2sin? x, gdyz wtedy skrécg sie jedynki.
Po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone otrzymamy:

2sin? x — 2sin x cos? x = 0

Oczywiscie wyciagamy 2sin? x przed nawias:

2sin? x(1 — cos® x) = 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

2

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tym razem zamienimy katy na x. Mamy do dyspozycji trzy wzory na
cos 2x, skorzystamy z cos2x = 1 — 2sin? x, gdyz wtedy skrécg sie jedynki.
Po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone otrzymamy:
2sin? x — 2sin x cos? x = 0
Oczywiscie wyciagamy 2sin? x przed nawias:

2sin? x(1 — cos® x) = 0

czyli albo sinx = 0 lub cos x = £1,
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-
Rézne przyktady - przyktad 1

Wré6émy do:

2

1 — 2sin® x cos® x = cos 2x

Tym razem zamienimy katy na x. Mamy do dyspozycji trzy wzory na
cos 2x, skorzystamy z cos2x = 1 — 2sin? x, gdyz wtedy skrécg sie jedynki.
Po przeniesieniu wszystkiego na lewa strone otrzymamy:
2sin? x — 2sin x cos? x = 0
Oczywiscie wyciagamy 2sin? x przed nawias:
2sin? x(1 — cos® x) = 0

czyli albo sin x = 0 lub cos x = £1, obie te mozliwosci daja rozwigzanie:

x = km gdzie k € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:

sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x 4+ cos2x = 1 + 2sin x cos 2x

Mamy tu trzy rézne katy: x,2x i 3x. PozbadZmy sie najpierw 3x.
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
Mamy tu trzy rézne katy: x, 2x i 3x. PozbadZmy sie najpierw 3x. Mozemy

to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus
sumy katéw:
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
Mamy tu trzy rézne katy: x, 2x i 3x. PozbadZmy sie najpierw 3x. Mozemy
to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus

sumy katéw:

sin x cos 2x + cos x sin 2x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
Mamy tu trzy rézne katy: x,2x i 3x. Pozbadzmy sie najpierw 3x. Mozemy
to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus
sumy katéw:
sin x cos 2x + cos x sin 2x + cos 2x = 1 + 2sin x cos 2x

Przenosimy wszystko na lewg strone i otrzymujemy:

cosxsin2x —sinxcos2x +cos2x —1 =0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 103 / 122



-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
Mamy tu trzy rézne katy: x, 2x i 3x. PozbadZmy sie najpierw 3x. Mozemy
to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus
sumy katéw:
sin x cos 2x + cos x sin 2x + cos 2x = 1 + 2sin x cos 2x
Przenosimy wszystko na lewg strone i otrzymujemy:
€os xsin2x — sin x cos 2x + cos2x — 1 =0

Pierwsze dwa wyrazenia daja sin(2x — x), czyli sin x.
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x + cos2x = 1 + 2sin x cos 2x
Mamy tu trzy rézne katy: x,2x i 3x. Pozbadzmy sie najpierw 3x. Mozemy
to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus
sumy katéw:
sin x cos 2x + cos x sin 2x + cos 2x = 1 + 2sin x cos 2x
Przenosimy wszystko na lewg strone i otrzymujemy:

cosxsin2x —sinxcos2x +cos2x —1 =0

Pierwsze dwa wyrazenia daja sin(2x — x), czyli sin x. cos 2x zamieniamy na
1 — 2sin? x, by mie¢ same sinusy (a przy okazji jedynka sie skraca).
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-
Rézne przyktady - przyktad 2
Rozwiaz réwnanie:
sin 3x 4+ cos2x = 1 + 2sin x cos 2x

Mamy tu trzy rézne katy: x,2x i 3x. Pozbadzmy sie najpierw 3x. Mozemy
to zrobi¢ zapisujac sin 3x jako sin(x + 2x) i korzystajac ze wzoru na sinus
sumy katéw:

sin x cos 2x + cos x sin 2x + cos 2x = 1 + 2sin x cos 2x
Przenosimy wszystko na lewg strone i otrzymujemy:

cosxsin2x —sinxcos2x +cos2x —1 =0

Pierwsze dwa wyrazenia daja sin(2x — x), czyli sin x. cos 2x zamieniamy na
1 — 2sin? x, by mie¢ same sinusy (a przy okazji jedynka sie skraca).
Otrzymujemy:
sinx — 2sin’x =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 2

sinx —2sin’x =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 2

sinx —2sin’x =0

Oczywiscie wyciaggamy sin x przed nawiast i mamy:

sinx(1 —2sinx) =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 2

sinx —2sin’x =0

Oczywiscie wyciaggamy sin x przed nawiast i mamy:
sinx(1 —2sinx) =0

co ostatecznie daje nam nastepujace rozwigzania:

x=km lub X:%+2kﬂ' lub X:%r—{—2k7r gdzie k € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

3 3

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:

sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

3 3

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:
sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0

Teraz bardzo wazna obserwacja.
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:
sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0

Teraz bardzo wazna obserwacja. sin® x > 0 (wiadomo, podnosimy do
kwadratu, wiec nie moze by¢ ujemne),
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

3 3

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:
sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0
Teraz bardzo wazna obserwacja. sin® x > 0 (wiadomo, podnosimy do

kwadratu, wiec nie moze by¢ ujemne), ale sinx — 1 < 0, bo sinus nie moze
by¢ wiekszy od 1.
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

3 3

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:
sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0

Teraz bardzo wazna obserwacja. sin® x > 0 (wiadomo, podnosimy do
kwadratu, wiec nie moze by¢ ujemne), ale sinx — 1 < 0, bo sinus nie moze
by¢ wiekszy od 1. Podobnie cos® x > 0 oraz cosx — 1 < 0.
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

Rozwiaz réwnanie:

3

sin3x +cos®x =1

Zaczniemy nietypowo, zamienimy 1 na sin? x + cos? x i przeniesiemy
wszystko na lewa strone

3 3

sin®x — sin® x + cos® x — cos?’ x = 0

2 2

Wyciggamy przed nawias sin“ x i cos” x:

sin® x(sin x — 1) + cos® x(cos x — 1) = 0

Teraz bardzo wazna obserwacja. sin® x > 0 (wiadomo, podnosimy do
kwadratu, wiec nie moze by¢ ujemne), ale sinx — 1 < 0, bo sinus nie moze
by¢ wiekszy od 1. Podobnie cos® x > 0 oraz cosx — 1 < 0.

Czyli sin® x(sin x — 1) < 0 oraz cos? x(cosx — 1) < 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

2

sin? x(sinx — 1) + cos® x(cos x — 1) =0

Oba skfadniki sumy s3 niedodatnie, ale daja w sumie 0, a wiec oba musza

by¢ réwne 0, czyli

sin? x(sinx —1) =0 oraz cos® x(cosx —1) =0
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-
Rézne przyktady - przyktad 3

sin? x(sinx — 1) + cos® x(cos x — 1) =0

Oba skfadniki sumy s3 niedodatnie, ale daja w sumie 0, a wiec oba musza
by¢ réwne 0, czyli
sin? x(sinx —1) =0 oraz cos® x(cosx —1) =0

Rozwigzujemy i ostatecznie otrzymujemy:

x = 2kw lub X = g + 2km gdzie k € Z
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Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:

Cos X — €cos3x = sin x — sin 3x
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-
Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw
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-
Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw

—2sin 2xsin(—x) = 2sin(—x) cos 2x
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Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw

—2sin 2xsin(—x) = 2sin(—x) cos 2x

Sinus jest funkcja nieparzysta, to znaczy sin(—x) = — sin x, wykorzystajmy
to, a takze przeniesmy wszystko na lewa strone:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 107 / 122



-
Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw

—2sin 2xsin(—x) = 2sin(—x) cos 2x

Sinus jest funkcja nieparzysta, to znaczy sin(—x) = — sin x, wykorzystajmy
to, a takze przeniesmy wszystko na lewa strone:

2sin2xsinx + 2sinxcos2x =0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 107 / 122



-
Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw

—2sin 2xsin(—x) = 2sin(—x) cos 2x

Sinus jest funkcja nieparzysta, to znaczy sin(—x) = — sin x, wykorzystajmy
to, a takze przeniesmy wszystko na lewa strone:

2sin2xsinx + 2sinxcos2x =0

Wyciagniemy teraz 2sin x przed nawias:
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-
Rézne przyktady - przyktad 4
Rozwiaz réwnanie:
€0S X — €cos 3x = sin x — sin 3x

Wydaje sie oczywiste, ze musimy zastosowa wzér na rdznice
sinuséw,/cosinuséw

—2sin 2xsin(—x) = 2sin(—x) cos 2x

Sinus jest funkcja nieparzysta, to znaczy sin(—x) = — sin x, wykorzystajmy
to, a takze przeniesmy wszystko na lewa strone:

2sin2xsinx + 2sinxcos2x =0
Wyciagniemy teraz 2sin x przed nawias:
25sin x(sin 2x 4 cos2x) =0
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Rézne przyktady - przyktad 4

2sin x(sin 2x 4 cos2x) = 0
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Rézne przyktady - przyktad 4

2sin x(sin 2x 4 cos2x) = 0

Czyli sinx = 0 lub sin2x = — cos 2x.
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-
Rézne przyktady - przyktad 4

2sin x(sin 2x 4 cos2x) = 0

Czyli sinx = 0 lub sin 2x = — cos 2x. Z tego drugiego réwnania
otrzymujemy tg2x = —1.
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-
Rézne przyktady - przyktad 4

2sin x(sin 2x 4 cos2x) = 0

Czyli sinx = 0 lub sin 2x = — cos 2x. Z tego drugiego réwnania
otrzymujemy tg 2x = —1. Rozwigzujemy i mamy:

x = km lub 2x:—%+k7r gdziek € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 4

2sin x(sin 2x 4 cos2x) = 0

Czyli sinx = 0 lub sin 2x = — cos 2x. Z tego drugiego réwnania
otrzymujemy tg 2x = —1. Rozwigzujemy i mamy:
x = km lub 2x:—%+k7r gdziek € Z

Czyli ostateczny wynik to:

X = km lub X=—=4+— gdziek € Z
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Rézne przyktady - przyktad 5

Rozwiaz réwnanie:
sin® x + sin? 2x = sin? 3x
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-
Rézne przyktady - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
sin® x + sin? 2x = sin? 3x

Przeniesiemy wszystko na lewa strone:
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.
Rézne przyktady - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
sin x + sin® 2x = sin® 3x
Przeniesiemy wszystko na lewa strone:

2

sin®x —sin?3x 4+ sin’2x =0
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.
Rézne przyktady - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
sin x + sin® 2x = sin® 3x
Przeniesiemy wszystko na lewa strone:

sin®x —sin?3x 4+ sin’2x =0

Zastosujemy wzdr na réznice kwadratéw (w gtowie mamy nastepujaca
mysl: " powstanie suma/réznica sinuséw, zastosujemy wzér wtasnie na

sume/réznice i powinien sie pojawi¢ sin 2x):

sin x — sin 3x)(sin x + sin 3x) 4+ sin®2x = 0
(
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.
Rézne przyktady - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
sin x + sin® 2x = sin® 3x
Przeniesiemy wszystko na lewa strone:

sin®x —sin?3x 4+ sin’2x =0

Zastosujemy wzdr na réznice kwadratéw (w gtowie mamy nastepujaca
mysl: " powstanie suma/réznica sinuséw, zastosujemy wzér wtasnie na
sume/réznice i powinien sie pojawi¢ sin 2x):

sin x — sin 3x)(sin x + sin 3x) 4+ sin®2x = 0
(

Zgodnie z planem stosujemy wzér na sume/réznice sinuséw:

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 109 / 122



.
Rézne przyktady - przyktad 5
Rozwiaz réwnanie:
sin x + sin® 2x = sin® 3x
Przeniesiemy wszystko na lewa strone:

sin®x —sin?3x 4+ sin’2x =0

Zastosujemy wzdr na réznice kwadratéw (w gtowie mamy nastepujaca
mysl: " powstanie suma/réznica sinuséw, zastosujemy wzér wtasnie na
sume/réznice i powinien sie pojawi¢ sin 2x):

(sin x — sin 3x)(sin x + sin 3x) 4 sin>2x = 0

Zgodnie z planem stosujemy wzér na sume/réznice sinuséw:

2sin(—x) cos 2x - 2'sin 2x cos x + sin? 2x = 0
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Rézne przyktady - przyktad 5

2sin(—x) cos 2x - 2'sin 2x cos x + sin? 2x = 0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 110 / 122



-
Rézne przyktady - przyktad 5

2sin(—x) cos 2x - 2'sin 2x cos x + sin? 2x = 0

Teraz mamy sin(—x) = —sin x i dostajemy wiecej niz bySmy chcieli:
—4sin x cos x cos 2x sin 2x + sin® 2x = 0

gdyz pojawifo sie wyrazenie sin x cos x, ktére oczywiscie kojarzymy ze
wzoru sin 2x = 2sin x cos x, otrzymujemy:
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-
Rézne przyktady - przyktad 5

2sin(—x) cos 2x - 2'sin 2x cos x + sin? 2x = 0

Teraz mamy sin(—x) = —sin x i dostajemy wiecej niz bySmy chcieli:
—4sin x cos x cos 2x sin 2x + sin® 2x = 0

gdyz pojawifo sie wyrazenie sin x cos x, ktére oczywiscie kojarzymy ze
wzoru sin 2x = 2sin x cos x, otrzymujemy:

—2cos2xsin’2x +sin?2x = 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 5

2sin(—x) cos 2x - 2'sin 2x cos x + sin? 2x = 0

Teraz mamy sin(—x) = —sin x i dostajemy wiecej niz bySmy chcieli:
—4sin x cos x cos 2x sin 2x + sin® 2x = 0

gdyz pojawifo sie wyrazenie sin x cos x, ktére oczywiscie kojarzymy ze
wzoru sin 2x = 2sin x cos x, otrzymujemy:

—2cos2xsin? 2x 4 sin?2x = 0
Teraz juz z gérki, wyciagamy sin? 2x przed nawias i mamy:

sin?2x(1 — 2cos2x) =0
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Rézne przyktady - przyktad 5

sin? 2x(1 — 2cos 2x) = 0
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Rézne przyktady - przyktad 5

sin? 2x(1 — 2cos 2x) = 0
Otrzymujemy:

2x = kr lub 2X:—%+2k7r lub 2X:g+2k7r gdzie k € 7
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Rézne przyktady - przyktad 5

sin? 2x(1 — 2cos 2x) = 0
Otrzymujemy:
T ™ .
2x = km  lub 2x:—§+2k7r lub 2X:§+2k7{' gdzie k € Z
Czyli ostateczny wynik to:
_ km

X=— lub X:—%—I—kﬂ' lub X:%—i-kﬂ' gdzie k € Z
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Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1
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Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od
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-
Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od dziedziny!
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Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od dziedziny!

8x # km i 10x # km

czyli
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Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od dziedziny!

8x # km i 10x # km
czyli
km . km
x # 5 i x # 0
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-
Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od dziedziny!

8x # km i 10x # km
czyli
km . km
x # 5 i x # 0
Teraz zapiszmy wykorzystajmy fakt, ze ctgx = 55
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-
Rézne przyktady - przyktad 6

Rozwiaz réwnanie:
ctg8xctg10x = —1

Mamy cotangens, wiec musimy zaczac od dziedziny!

8x # km i 10x # km
czyli
km . km
x # 5 i x # 0
Teraz zapiszmy wykorzystajmy fakt, ze ctgx = 55

cos 8x cos 10x

sin 8xsin 10x
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0

Po lewej stronie powstato co$, co powinno nam sie kojarzy¢ ze wzorem na
cosinus réznicy katéw.
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0

Po lewej stronie powstato co$, co powinno nam sie kojarzy¢ ze wzorem na
cosinus réznicy katéw. Otrzymujemy:

cos2x =0
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0

Po lewej stronie powstato co$, co powinno nam sie kojarzy¢ ze wzorem na
cosinus réznicy katéw. Otrzymujemy:

cos2x =0
Czyli
k
x:%—1—77r gdzie k € Z
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-
Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0

Po lewej stronie powstato co$, co powinno nam sie kojarzy¢ ze wzorem na
cosinus réznicy katéw. Otrzymujemy:

cos2x =0
Czyli
k
x:%—|—77r gdzie k € Z

Ale uwaga! Te rozwigzania s3 poza dziedzing! Ostatecznie wiec nasze
réwnanie nie ma rozwigzan!
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Rézne przyktady - przyktad 6

cos 8x cos 10x

sin 8x sin 10x
Mnozymy przez mianownik i przenosimy wszysko na lewa strone:

cos8xcos10x + sin8xsin10x =0

Po lewej stronie powstato co$, co powinno nam sie kojarzy¢ ze wzorem na
cosinus réznicy katéw. Otrzymujemy:

cos2x =0
Czyli
k
x:%—|—77r gdzie k € Z

Ale uwaga! Te rozwigzania s3 poza dziedzing! Ostatecznie wiec nasze
réwnanie nie ma rozwigzan!
x e
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Na kolejnych slajdach przyjrzymy sie zadaniom z trygonometrii, ktére
pojawity sie na maturach.
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/Zadania maturalne 1

Maj 2015,

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 115 / 122



/Zadania maturalne 1

Maj 2015, proste zadanie testowe na poczatek:

Zadanie 4. (0-1)

Rownanie 2sinx+3cosx =6 w przedziale (0,27)
A, nie ma rozwigzan rzeczywistych.

B. ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.
C. ma dokladnie dwa rozwigzania rzeczywiste.

D. ma wigce] niz dwa rozwigzania rzeczywiste.
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/Zadania maturalne 1

Maj 2015, proste zadanie testowe na poczatek:

Zadanie 4. (0-1)

Rownanie 2sinx+3cosx =6 w przedziale (0,27)
A, nie ma rozwigzan rzeczywistych.

B. ma doktadnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.
C. ma dokladnie dwa rozwigzania rzeczywiste.

D. ma wigce] niz dwa rozwigzania rzeczywiste.

To bardzo wazne zadanie, bo pokazuje, ze czasem zanim zaczniemy co$
rozwigzywac trzeba sie chwilke zastanowié.
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/Zadania maturalne 1

Maj 2015, proste zadanie testowe na poczatek:

Zadanie 4. (0-1)

Rownanie 2sinx+3cosx =6 w przedziale (0,27)
A, nie ma rozwigzan rzeczywistych.

B. ma doktadnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.
C. ma dokladnie dwa rozwigzania rzeczywiste.

D. ma wigce] niz dwa rozwigzania rzeczywiste.

To bardzo wazne zadanie, bo pokazuje, ze czasem zanim zaczniemy co$
rozwigzywac trzeba sie chwilke zastanowié. sin x jest nie wigkszy od 1,
cos x réwniez, wiec po lewej stronie na pewno nie bedziemy mieé nic
wiekszego od 5 (w rzeczywisto$ci nawet mniej),
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/Zadania maturalne 1

Maj 2015, proste zadanie testowe na poczatek:

Zadanie 4. (0-1)

Rownanie 2sinx+3cosx =6 w przedziale (0,27)
A, nie ma rozwigzan rzeczywistych.

B. ma doktadnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.
C. ma dokladnie dwa rozwigzania rzeczywiste.
D

. ma wigcej niz dwa rozwigzania rzeczywiste.

To bardzo wazne zadanie, bo pokazuje, ze czasem zanim zaczniemy co$
rozwigzywac trzeba sie chwilke zastanowié. sin x jest nie wigkszy od 1,
cos x réwniez, wiec po lewej stronie na pewno nie bedziemy mieé nic
wiekszego od 5 (w rzeczywisto$ci nawet mniej), wiec réwnanie oczywiscie
nie bedzie miato rozwigzan - odpowiedz A.
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/Zadania maturalne 2

Maj 2017,
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2cos’x+3cosx+1=0
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2cos’x+3cosx+1=0

Rozktadamy na czynniki:
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/Zadania maturalne 2

Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2cos®x +3cosx +1=0
Rozktadamy na czynniki:

(2cosx +1)(cosx+1) =0
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):
2cos®x +3cosx +1=0
Rozktadamy na czynniki:
(2cosx +1)(cosx+1) =0

Teraz juz z gérki. Pamietajmy tylko, ze szukamy rozwigzah w przedziale
(0,27).
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/Zadania maturalne 2
Maj 2017,

Zadanie 10. (0-4)
Rozwigz réwnanie cos2x+3cosx=-2 w przedziale (0, 27}

cos 2x zamienimy na 2 cos® x — 1, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):
2cos®x +3cosx +1=0
Rozktadamy na czynniki:
(2cosx +1)(cosx+1) =0
Teraz juz z gérki. Pamietajmy tylko, ze szukamy rozwigzah w przedziale

(0,27). Otrzymujemy:

2 4
:?ﬂ lub X=1 lub x:?7r
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0—4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, x).
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2sin3xcos3x +cos3x =2sin3x+1
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2sin3xcos3x +cos3x =2sin3x+1

Wyciggamy cos 3x przed nawiast i przenosimy wszystko na lewa strone :
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale (0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2sin3xcos3x 4+ cos3x = 2sin3x + 1
Wyciggamy cos 3x przed nawiast i przenosimy wszystko na lewa strone :

cos3x(2sin3x+ 1) — (2sin3x+1) =0
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/Zadania maturalne 3

Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale {0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2sin3xcos3x 4+ cos3x = 2sin3x + 1
Wyciggamy cos 3x przed nawiast i przenosimy wszystko na lewa strone :
cos3x(2sin3x+ 1) — (2sin3x+1) =0

Oczywiscie wyciggamy (2sin 3x + 1) przed nawiast:
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Maj 2018,

Zadanie 11. (0-4)
Rozwigz rownanie sin 6x+cos3x =2sin3x+1 w przedziale {0, x).

sin 6x zamienimy na 2sin 3x cos 3x, zeby mie¢ wszedzie ten sam kat.
Otrzymujemy (po przeniesieniu na jedna strone):

2sin3xcos3x 4+ cos3x = 2sin3x + 1
Wyciggamy cos 3x przed nawiast i przenosimy wszystko na lewa strone :
cos3x(2sin3x+ 1) — (2sin3x+1) =0
Oczywiscie wyciggamy (2sin 3x + 1) przed nawiast:
(2sin3x 4+ 1)(cos3x —1) =0
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(2sin3x 4+ 1)(cos3x —1) =0

Juz jest prosto, ale trzeba uwazaé na to, ze mamy 3x i przedziat
ograniczony do (0, ).
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(2sin3x 4+ 1)(cos3x —1) =0

Juz jest prosto, ale trzeba uwazaé na to, ze mamy 3x i przedziat
ograniczony do (0, 7). Warto podstawi¢ o = 3x i wtedy « € (0, 3).
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Juz jest prosto, ale trzeba uwazaé na to, ze mamy 3x i przedziat
ograniczony do (0, 7). Warto podstawi¢ o = 3x i wtedy « € (0, 3).
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(2sin3x 4+ 1)(cos3x —1) =0
Juz jest prosto, ale trzeba uwazaé na to, ze mamy 3x i przedziat
ograniczony do (0, 7). Warto podstawi¢ o = 3x i wtedy « € (0, 3).
Mamy nastepujace rozwigzania dla «a:
I 117

« 5 lub a:? lub =0 Ilub a=2x

Wiemy, ze skoro a = 3x, to x = % czyli:
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(2sin3x 4+ 1)(cos3x —1) =0

Juz jest prosto, ale trzeba uwazaé na to, ze mamy 3x i przedziat
ograniczony do (0, 7). Warto podstawi¢ o = 3x i wtedy « € (0, 3).
Mamy nastepujace rozwigzania dla «a:

0427?7T lub azll?ﬂ lub =0 Ilub a=2x

Wiemy, ze skoro a = 3x, to x = % czyli:

7 11 2
x:1—78r lub X:T8 lub x=0 Ilub x:?7T
Batory 2LO

20 lipca 2019 118 / 122



/adania maturalne 4

Maj 2019,

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 119 / 122



/adania maturalne 4

Maj 2019,

Zadanie 2. (0-1)
Liczba cos” 105°—sin” 105° jest réwna

Al 3

- B. —l C. l D £
2 2 2 2
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Zadanie 2. (0-1)
Liczba cos” 105°—sin’ 105° jest rowna

Al 3

N7 B. —
2

b | —
N

b

Jesli kojarzymy wzory, to od razu zauwazymy tu wzor na
cos 2x = cos® x — sin? x, czyli otrzymujemy:
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Zadanie 2. (0-1)
Liczba cos” 105°—sin’ 105° jest rowna

A. B B. . c. 1 D. W3
2 2 2 2
Jesli kojarzymy wzory, to od razu zauwazymy tu wzor na
cos 2x = cos® x — sin? x, czyli otrzymujemy::
. 3
cos® 105° — sin? 105° = cos 210° = cos(180° + 30°) = — cos 30° = —\2[
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Zadanie 2. (0-1)
Liczba cos” 105°—sin’ 105° jest rowna

a B

B. -
2

b | —
N

b | =
=

b

Jesli kojarzymy wzory, to od razu zauwazymy tu wzor na
cos 2x = cos® x — sin? x, czyli otrzymujemy::

3
cos? 105° — sin? 105° = cos 210° = cos(180° + 30°) = — cos 30° V3

Odpowiedz A.
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Zadanie 14. (0-4)

Rozwiaz rownanie {cosx}[sin[r—g)+sin(x+gﬂ = %sin x.
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Zadanie 14. (0-4)

A . . T . T 1.
Rozwiaz rownanie (cosx)| sin *=3 +sin x+§ =sinx,

Wyglada na skomplikowane, ale pierwszy krok jest oczywisty - sumujemy
sinusy korzystajac z odpowiedniego wzoru. Otrzymujemy:
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Zadanie 14. (0-4)

A . . T . T 1.
Rozwiaz rownanie (cosx)| sin *=3 +sin x+§ =sinx,

Wyglada na skomplikowane, ale pierwszy krok jest oczywisty - sumujemy
sinusy korzystajac z odpowiedniego wzoru. Otrzymujemy:

. T 1
cosx-25|nxcos§ = —sinx

2

| nagle zadanie staje sie proste.
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Zadanie 14. (0-4)

A . . T . T 1.
Rozwiaz rownanie (cosx)| sin *=3 +sin x+§ =sinx,

Wyglada na skomplikowane, ale pierwszy krok jest oczywisty - sumujemy
sinusy korzystajac z odpowiedniego wzoru. Otrzymujemy:

. T 1
cosx-2smxcos§ = —sinx

2

. . . “s . T o 1
| nagle zadanie staje sig¢ proste. Oczywiscie cos 3 = 5.
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Zadanie 14. (0-4)

A . . T . T 1.
Rozwiaz rownanie (cosx)| sin *=3 +sin x+§ =sinx,

Wyglada na skomplikowane, ale pierwszy krok jest oczywisty - sumujemy
sinusy korzystajac z odpowiedniego wzoru. Otrzymujemy:

. T 1
cosx-2smxcos§ = Esmx

. . . “s . T o 1 .
I nagle zadan.|e staje si¢ proste. Oczywiscie cos 5 = 5. Przenosimy
wszystko na jedna strong:
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Zadanie 14. (0-4)

A . . T . T 1.
Rozwiaz rownanie (cosx)| sin *=3 +sin x+§ =sinx,

Wyglada na skomplikowane, ale pierwszy krok jest oczywisty - sumujemy
sinusy korzystajac z odpowiedniego wzoru. Otrzymujemy:

. T 1
cosx-2smxcos§ = —sinx

2

. . . “s . T o 1 .
I nagle zadan.|e staje si¢ proste. Oczywiscie cos 5 = 5. Przenosimy
wszystko na jedna strong:

sin X cos x — Esinx =0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 120 / 122



/Zadania maturalne 5

) 1.
Sin X cCos X — Esz: 0

Tomasz Lechowski Batory 2LO 20 lipca 2019 121 / 122



/Zadania maturalne 5

) 1.
Sin X cCos X — ésmx: 0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i otrzymujemy:
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Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i otrzymujemy:

1
sin x(cos x — 5) =0
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) 1.
Sin X cCos X — ésmx: 0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i otrzymujemy:

1
sin x(cos x — 5) =0

To nam daje:
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) 1.
Sin X cCos X — ésmx: 0

Oczywiscie wyciggamy sin x przed nawias i otrzymujemy:

1
sin x(cos x — 5) =0
To nam daje:

x=kr lub X:—g—i-ZkTr lub x:§+2k7r gdzie k € 7
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To tyle jesli chodzi o réwnania.
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To tyle jesli chodzi o réwnania. Na sprawdzian trzeba bedzie umieé
dodatkowo materiat z trygonometrii z pierwszej klasy i nieréwnosci
trygonometryczne.
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To tyle jesli chodzi o réwnania. Na sprawdzian trzeba bedzie umieé
dodatkowo materiat z trygonometrii z pierwszej klasy i nieréwnosci
trygonometryczne. Zrobimy jeszcze troszke powtdrzenia na poczatku roku.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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