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Wprowadzenie

Teraz czeSciej zamiast liczy¢é pochodng danej funkcji w punkcie bedziemy
liczy¢ funkcje pochodna
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Wprowadzenie

Teraz czeSciej zamiast liczy¢é pochodng danej funkcji w punkcie bedziemy
liczy¢ funkcje pochodng (ktéra po podstawieniu danego argumentu da
nam warto$¢ pochodnej funkcji w punkcie)
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Przyktad

Przeanalizujmy funkcje f(x) = x? i jej pochodna w punkcie x = 2.
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Przeanalizujmy funkcje f(x) = x? i jej pochodna w punkcie x = 2.
Obliczamy standardowo:
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Przyktad

Przeanalizujmy funkcje f(x) = x? i jej pochodna w punkcie x = 2.
Obliczamy standardowo:

, . f(2+ Ax) —£(2) . (24 Ax)2 22
F2) = A|>I<T>0 Ax - Allrﬂo Ax -
_ g AHAAxH (Ax)? —4 _ g YA+ (Ax)? _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (44 Ax) =4
Ax—0
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Przyktad

Przeanalizujmy funkcje f(x) = x? i jej pochodna w punkcie x = 2.
Obliczamy standardowo:

, . f(2+ Ax) —£(2) . (24 Ax)2 22
F2) = A|>I<T>0 Ax - Alirﬂo Ax -
_ g AHAAxH (Ax)? —4 _ g YA+ (Ax)? _
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (44 Ax) =4
Ax—0

Czyli f'(2) = 4, nachylenie (pochodna) funkcji f(x) = x? dla x = 2 wynosi
4.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 23 pazdziernika 2019 3/16



-
Przyktad

Przeanalizujmy funkcje f(x) = x? i jej pochodna w punkcie x = 2.
Obliczamy standardowo:

, . f(2+ Ax) —£(2) . (24 Ax)2 22
f(2) = A|>I<T>0 Ax - A|>I<T>0 Ax -
_ g AHAAxH (Ax)? —4 _ g YA+ (Ax)?
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (44 Ax) =4
Ax—0

Czyli f'(2) = 4, nachylenie (pochodna) funkcji f(x) = x? dla x = 2 wynosi
4. Gdybysémy teraz chcieli obliczy¢é pochodng tej samej funkcji dla x = 3 i
x = 4 musielibySmy robi¢ wszystko jeszcze dwa razy.
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-
Przyktad 1

Mozemy jednak od razu policzy¢ funkcje pochodna f/(x), czyli nie
podstawiaé niczego pod x.
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-
Przyktad 1

Mozemy jednak od razu policzy¢ funkcje pochodna f/(x), czyli nie
podstawiaé niczego pod x.

. f(x+ Ax) — f(x) . (x+ Ax)? - x?
/ _ _ _
Flx) = Alirﬂo Ax N A|>I<r10 Ax N
x2 + 2xAx + (Ax)? — x2 2xAx + (Ax)?
=i = lim ——~% =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0
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Przyktad 1

Mozemy jednak od razu policzy¢ funkcje pochodna f/(x), czyli nie
podstawiaé niczego pod x.

(x + Ax)? — x?

F(x) = lim f(x 4+ Ax) — f(x)

Ax—0 Ax Axo Ax
. X2+ 2xAx + (Ax)? — x? . 2xAx + (Ax)?
= lim = lim ——~% =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0

Obliczyliémy, ze funkcja pochodng od funkcji f(x) = x? jest f/(x) = 2x.
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Przyktad 1

Mozemy jednak od razu policzy¢ funkcje pochodna f/(x), czyli nie
podstawiaé niczego pod x.

. f(x+ Ax) — f(x) . (x+ Ax)? - x?
/ _ _ _
Flx) = Alirﬂo Ax N A|>I<r10 Ax N
. X2+ 2xAx + (Ax)? — x? . 2xAx + (Ax)?
= lim = lim ——~% =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
= lim (2x + Ax) = 2x
Ax—0

Obliczyliémy, ze funkcja pochodng od funkcji f(x) = x? jest f/(x) = 2x.
Teraz gdybym chciat policzy¢ pochodna funkgji f(x) = x? dla x = 2,

x =3 i x =4, to nic prostszego, podstawiam odpowiednie argumenty do
funkcji pochodne;j:

fl(2)=2-2=4 f(3)=2-3=6 f(4)=2-4=28
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Przyktad 2

1

Obliczmy funkcje pochodna funkcji f(x) = = i na tej podstawie obliczymy
X

pochodng tej funkcji dla x = —2 oraz x = 3.
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Przyktad 2

1

Obliczmy funkcje pochodna funkcji f(x) = = i na tej podstawie obliczymy
X

pochodng tej funkcji dla x = —2 oraz x = 3.

flx+Ax) — f(x) . -1
! _ _ x+Ax X
Fx) = AI>I<—>0 Ax N AI>I<T>0 Ax
x—(x+Ax) —Ax
= im XXFAX) lim X089 iy 1 = L
Ax—0  Ax Ax—0  Ax Ax—0 x(x + Ax) x2
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-
Przyktad 2

1

Obliczmy funkcje pochodna funkcji f(x) = = i na tej podstawie obliczymy
X

pochodng tej funkcji dla x = —2 oraz x = 3.

flx+Ax)—f(x) | Y —
/ — _ x+Ax X
Fiix) = Jim_ A = lim X
x—(x+Ax) —Ax
= i x(x+Ax) — lim x(x+Ax) — lim -1 _ 1
Ax—0  Ax Ax—0 Ax Ax—0 x(x + Ax) 2
Cayli F/(x) = — 5. a wigc F/(~2) = 1, 2 F/(3) = —}
x2' 4 9-
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Funkcja pochodna

Obliczanie funkcji pochodnej moze by¢ czasochtonne w bardzie ztozonych

przypadkach. Na szczescie mamy kilka wzoréw, ktére nam to bardzo
utatwiaja.
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Funkcja pochodna

Obliczanie funkcji pochodnej moze by¢ czasochtonne w bardzie ztozonych
przypadkach. Na szczescie mamy kilka wzoréw, ktére nam to bardzo
utatwiaja. Teraz je przedstawimy.
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Wzér 1

Jedli f(x) = ¢, gdzie c to stata, to f'(x) = 0.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 23 pazdziernika 2019 7 /16



Wzér 1

Jedli f(x) = ¢, gdzie c to stata, to f'(x) = 0.

Ten wzér jest oczywisty. Funkcja stata w kazdym punkcie bedzie miafa
pochodna réwna 0 (gdyz pochodna opisuje zmiane/nachylenie funkgji)
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N
Wzér 2

Jedli f(x) = x%, to f'(x) = ax*~L.
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N
Wzér 2

Jedli f(x) = x%, to f'(x) = ax*~L.

Ten wzér juz nie jest oczywisty. WidzieliSmy jednak juz dwa jego przejawy.
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Wzér 2

Jedli f(x) = x%, to f'(x) = ax*~L.

Ten wzér juz nie jest oczywisty. WidzieliSmy jednak juz dwa jego przejawy.

Jedli f(x) = x2, to przypadek, gdy o = 2, czyli

f/(x) = 2x>71 = 2x
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N
Wzér 2

Jedli f(x) = x%, to f'(x) = ax*~L.

Ten wzér juz nie jest oczywisty. WidzieliSmy jednak juz dwa jego przejawy.

Jedli f(x) = x2, to przypadek, gdy o = 2, czyli

f/(x) = 2x>71 = 2x

1
Jedli f(x) = = = x71, to przypadek, gdy a = —1, czyli
X

1

flix)=—1x11=_x2= 2
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N
Wzér 2

Zobaczmy jeszcze kilka przyktadéw:
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N
Wzér 2

Zobaczmy jeszcze kilka przyktadéw:
a) f(x) = x>.
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N
Wzér 2

Zobaczmy jeszcze kilka przyktadéw:

a) f(x) = x> Mamy a =5, czyli

f'(x) = 5x*
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N
Wzér 2

Zobaczmy jeszcze kilka przyktadéw:

a) f(x) = x> Mamy a =5, czyli

f'(x) = 5x*

b) f(x) = v/x. Mozemy zapisaé f(x) = x2, czyli

f/(x) = %x(%_l) = 1

_1
X 2 = —

2V/x
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N
Wzér 2

Zobaczmy jeszcze kilka przyktadéw:

a) f(x) = x> Mamy a =5, czyli

f'(x) = 5x*

b) f(x) = v/x. Mozemy zapisaé f(x) = x2, czyli

_1
X 2 = —

1 1
(x) = x(G—1) =
f(x) X2 NG

N =

1
c) f(x)= 3 Mozemy zapisaé f(x) = x =3, czyli
fl(x) = =3x(7371) = 3x™4 = — =
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Drobna uwaga dotyczaca zapisu. Niech f(x) = x3.
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Drobna uwaga dotyczaca zapisu. Niech f(x) = x3. Ponizsze zapisy sa
rownowazne:

f'(x) = 3x2

df

— =3x°

dx

(X3)' = 3x°
Batory 3LO
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Wzér 3

Jedli f(x) = ¢ - g(x), gdzie ¢ € R (czyli ¢ jest staf), to f'(x) = c - g'(x)
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Wzér 3

Jedli f(x) = ¢ - g(x), gdzie ¢ € R (czyli ¢ jest staf), to f'(x) = c - g'(x)

Tu sprawa jest prosta:
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Wzér 3

Jedli f(x) = ¢ - g(x), gdzie ¢ € R (czyli ¢ jest staf), to f'(x) = c - g'(x)

Tu sprawa jest prosta:

. f(x+ Ax) —f(x) . c-g(x+Ax)—c-g(x)
/ _ _ _
A Amy Ax = Alm, Ax B
_ o 8xHAX) —g(x)
AN A e
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Wzér 3

a) f(x)=3x%
f'(x) =3 - (x*) =34 =12°
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Wzér 3

a) f(x)=3x*
f'(x)=3- (X4)/ =3-4x3 = 12x°
b) F(x) = —%.
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Wzér 3
a) f(x)=3x%
f'(x) =3 (x*) =3 4x3 = 12x3
b) f(x) = ——. Mozemy zapisa¢ f(x) = —2x72, czyli

F) =2 (%) =2 (-2x Y =ax 3=
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Wzér 3
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f'(x) =3 (x*) =3 4x3 = 12x3
b) f(x) = ——. Mozemy zapisa¢ f(x) = —2x72, czyli
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Wzér 3
a) f(x) =3x*%
f'(x) =3 (x*) =3 4x3 = 12x3
b) f(x) = ——5. Mozemy zapisa¢ f(x) = —2x 2 czyli

c) f(x) = 6+/x. Mozemy zapisa¢ f(x) = 6x3, czyli
2
=7

23 pazdziernika 2019 12 / 16

wWIN

Fi(x)=6-(x3) =6- (;x—
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Wzér 4

Jesli f(x) = g(x) £j(x), to f'(x) = g'(x) = j'(x)
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Wzér 4

Jesli f(x) = g(x) £j(x), to f'(x) = g'(x) = j'(x)

Tu znbéw sprawa jest prosta:
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N
Wzér 4

Jesli f(x) = g(x) £j(x), to f'(x) = g'(x) = j'(x)

Tu znbéw sprawa jest prosta:

f(x+ Ax) — f(x) _

/ _ .
f (X) o ALLQO Ax
iy O A+ Ax) —g(x) F () _
Ax—0 Ax
— i B FAX) —g(x) A AX) —j(x)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

=g'(x) £/'(x)
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Wzér 4

a) f(x) =x5+x".
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f/(x) = (x°) + (x7) = 6x° + 7x°
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f/(x) = (x°) + (x7) = 6x° + 7x°

b) f(x) = 2x% — 3x3 + 4x*
f'(x) = (2x3) — (3x3) + (4x*) = 4x — 9x° + 16x°

Tutaj oczywiscie zastosowali$my réwniez trzeci (i drugi) wzor (ale juz
bez rozpisywania).
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f/(x) = (x°) + (x7) = 6x° + 7x°

b) f(x) = 2x% — 3x3 + 4x*
f'(x) = (2x3) — (3x3) + (4x*) = 4x — 9x° + 16x°

Tutaj oczywiscie zastosowali$my réwniez trzeci (i drugi) wzor (ale juz
bez rozpisywania).

o) fx) =2yx — %5 +7.
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f/(x) = (x°) + (x7) = 6x° + 7x°

b) f(x) = 2x% — 3x3 + 4x*
f'(x) = (2x3) — (3x3) + (4x*) = 4x — 9x° + 16x°
Tutaj oczywiscie zastosowali$my réwniez trzeci (i drugi) wzor (ale juz
bez rozpisywania).
c) f(x) =2yx— X; + 7. Mozemy zapisaé f(x) = 2x2 — X241,
otrzymujemy:

() = (@xY — (33 + (1) =

— X

1
VX
Tym razem zastosowalismy wszystkie 4 wzory.
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Na zajeciach dodamy do tego jeszcze dwa wzory, ale te cztery prosze
potrenowal jeszcze przed zajeciami.
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-
Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
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-
Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x)=x3+2x+1.
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) =x3+2x + 1. Odpowiedz:
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2
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-
Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

b) f(x) = > —

x x3
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2
3 4
b) f(x) = — — —. Odpowiedz:
) f(x) 3 Odpowiedz

X
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

3

4 3 12

b) f(x)=—- - —. Od iedz: f'(x) = —= + =

) f(x) o powiedz: f'(x) 2T
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

4 12
b) £(x) = = — —. Odpowiedz: f'(x) = 3

x2 x4

Tomasz Lechowski Batory 3LO 23 pazdziernika 2019 16 / 16



-
Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2
3

X

4 o 3 12
3 Odpowiedz: f'(x) = ——

x2 x4

b) f(x) =

c) f(x) = 5;( — 5. Odpowiedz:
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

3 4 L 312
b) f(x) = L3 Odpowiedz: f'(x) = - + =
2 o 1
c) f(x) = x — 5. Odpowiedz: f'(x) = _\/?
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

3 4 3 12
b) f =———.0d iedz: f’ = —— 4+ =
) f(x) o Odpowiedz: f'(x) 22 +X4
c) f(x) 2 5. Odpowiedz: f'(x) 1

x) = — —b. wiedz: f'(x) = —
VX P Vx3
2
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

3 4 L 312
b) f(x) = L3 Odpowiedz: f'(x) = - + =
2 o 1
c) f(x) = x — 5. Odpowiedz: f'(x) = _ﬁ

2
d) f(x) =5x—2— Ix Odpowiedz:
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Przyktady

Oblicz funkcje pochodna dla ponizszych funkgji:
a) f(x) = x3+2x + 1. Odpowiedz: f'(x) = 3x + 2

3 4 L 3 12
b) f(x) = i Odpowiedz: f'(x) = -5+
2 o 1
c) f(x) = x — 5. Odpowiedz: f'(x) = _ﬁ

2 . 2
d) f(x)=56x—2— 7% Odpowiedz: f'(x) :5+W
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