Granice niewfasciwe
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Wprowadzenie

1
Na zajeciach omawialiémy przyktad funkcji f(x) = = i ustaliliémy, ze
X

. 1
lim — =0
x—0t X
oraz
. 1
[m — = -
x—0— X
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Wprowadzenie

Granice niewfasciwa w oo lub —oco bedziemy mieli wtedy, gdy licznik
utamka dazy do liczby réznej od 0, a mianownik dazy do 0. Czy dana
granica wynosi oo czy —oo zalezy od znaku licznika i mianownika.
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Wprowadzenie

Granice niewfasciwa w oo lub —oco bedziemy mieli wtedy, gdy licznik
utamka dazy do liczby réznej od 0, a mianownik dazy do 0. Czy dana
granica wynosi oo czy —oo zalezy od znaku licznika i mianownika.

Wprowadze nastepujace oznaczenia or |’ by oznaczyé, ze dziele przez

1
liczbe dazaca do 0, ale wieksza od 0 (dodatnig) i {O} by oznaczy¢, ze
dziele przez liczbe dazaca do 0, ale mniejsza od 0 (ujemna).
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Wprowadzenie

Granice niewfasciwa w oo lub —oco bedziemy mieli wtedy, gdy licznik
utamka dazy do liczby réznej od 0, a mianownik dazy do 0. Czy dana
granica wynosi oo czy —oo zalezy od znaku licznika i mianownika.

Wprowadze nastepujace oznaczenia or |’ by oznaczyé, ze dziele przez

1
liczbe dazaca do 0, ale wieksza od 0 (dodatnig) i {0} by oznaczy¢, ze

dziele przez liczbe dazaca do 0, ale mniejsza od 0 (ujemna). Uwaga: to
jest tylko pomocniczy zapis
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Wprowadzenie

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
0", to otrzymuje co.
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Wprowadzenie

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
0", to otrzymuje co.

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
07, to otrzymuje —oo.
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Wprowadzenie

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
0", to otrzymuje co.

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
07, to otrzymuje —oo.

Jedli w liczniku wystepuje liczba ujemna i dziele przez liczbe dazaca do 0T,
to otrzymuje —oo.
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Wprowadzenie

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
0", to otrzymuje co.

Jesli w liczniku wystepuje liczba dodatnia i dziele przez liczbe dazaca do
07, to otrzymuje —oo.

Jedli w liczniku wystepuje liczba ujemna i dziele przez liczbe dazaca do 0T,
to otrzymuje —oo.

Jesli w liczniku wystepuje liczba ujemna i dziele przez liczbe dazaca do 07,
to otrzymuje oo.
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Wprowadzenie

1
W przypadku funkgeji f(x) = — mozemy zapisaé:
X

. [1/0+]
Iim — =~ o
x—0t X
oraz
1 [vo-]
im — =" —0
x—0— X
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Na kolejnych slajdach zrobimy kilka przyktadéw ze zbioru.
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2.30

2 5
c) Chcemy obliczy¢ Xirﬂ4 (XX_:_4)2
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2.30

2 5
c) Chcemy obliczy¢ Xirn4 ()():_—2)2

Licznik dazy do —3, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 0).

Tomasz Lechowski Batory 3LO 13 pazdziernika 2019 7 /20



2.30

2 5
c) Chcemy obliczy¢ Xirn4 ()():_—2)2

Licznik dazy do —3, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 01). Zauwazcie, ze nie ma znaczenia, czy daze do —4~
czy —4T.
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2.30

2 5
c) Chcemy obliczy¢ Xirn4 ()():_—2)2

Licznik dazy do —3, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 01). Zauwazcie, ze nie ma znaczenia, czy daze do —4~
czy —4T. Czyli:
245 [ e
x——4 (x + 4)?
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2.30

|3 — 5x|

f) Ch bliczy¢ i .
) Chcemy obliczy¢ Jim. 7 x
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2.30

|3 — 5x|

f) Ch bliczy¢ lim ——.
) Chcemy obliczy¢ Jim. 7 x

Licznik dazy do 32, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 0T).
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2.30

|3 — 5x|

f) Ch bliczy¢ lim ——.
) Chcemy obliczy¢ Jim. 7 x

Licznik dazy do 32, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 07). Znéw nie ma znaczenia, czy daze do 7~ czy 7+.
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2.30

|3 — 5x|
7 —x|

f) Chcemy obliczy¢ Iim7

Licznik dazy do 32, natomiast mianownik dazy do 0, ale zawsze jest
wigkszy od 0 (czyli 07). Znéw nie ma znaczenia, czy daze do 7~ czy 7+.
Czyli:
|3 —5x]| [20*]
lim =

x—7 |7 — x|
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2.35

243
a) Cheemy obliczyé lim X2

x—0t X
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2.35

2

., x*+3

a) Chcemy obliczy¢ lim 3
x—0+t X

Licznik dazy do 3, natomiast mianownik dazy do 0, ale od prawej strony
(czyli OT).

Tomasz Lechowski Batory 3LO 13 pazdziernika 2019 9 /20



2.35

2

., x*+3

a) Chcemy obliczy¢ lim 3
x—0+t X

Licznik dazy do 3, natomiast mianownik dazy do 0, ale od prawej strony
(czyli 01). Czyli:
X243 [3]
lim =

x—0*t X

o
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2.35

2
b) Chcemy obliczy¢ lim Xi—{_?’

x—0~ X
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2.35

2
b) Chcemy obliczy¢ Iirg x +3.
x—0~ X

Licznik ciagle dazy do 3, natomiast mianownik dazy do 0, ale tym razem
od lewej strony (czyli 07).
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2.35

2
b) Chcemy obliczy¢ Iirg x +3.
x—0~ X

Licznik ciagle dazy do 3, natomiast mianownik dazy do 0, ale tym razem
od lewej strony (czyli 07). Czyli:

X243 []
lim =

x—0~ X

— 00
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2.35

2

—x“+1

e) Chcemy obliczy¢ i _—
) my epliczy XJT3+ x+3
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2.35

2

—x“+1

e) Chcemy obliczy¢ i _—
) my epliczy XJT3+ x+3

Licznik dazy do —8, mianownik dazy do 0, ale jest dodatni (czyli 0).
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2.35

2

—x“+1

e) Chcemy obliczy¢ i _—
) my epliczy XJT3+ x+3

Licznik dazy do —8, mianownik dazy do 0, ale jest dodatni (czyli 0).
Czyli:
—x2 +1 [—8/0+]
im ——— =~ —x
x——3+ X+ 3
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2.36

4 21
c) Chcemy obliczy¢ XET2+ (xX—|—+2)2
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2.36

4 21
c) Chcemy obliczy¢ XET2+ (xX—|—+2)2

Licznik dazy do 13, mianownik dazy do 0 i jest dodatni (czyli 0T).
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2.36

4x + 21
c) Chcemy obliczy¢ XET2+ (xX—|—+2)2
Licznik dazy do 13, mianownik dazy do 0 i jest dodatni (czyli 0T). Czyli:

4x + 21 [307]
im — =
x——2F (X + 2)2
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Omoéwimy teraz zadania 2.31-2.34.
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Omoéwimy teraz zadania 2.31-2.34. One s3 jeszcze prostsze.
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2.31

a) Chcemy obliczy¢ Xlingo(x3 —5x%> 4 3x — 7).
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2.31

a) Chcemy obliczy¢ Xlingo(x3 —5x%> 4 3x — 7).

Wyciagniemy x3 przed nawias:
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2.31

a) Chcemy obliczy¢ Xlingo(x3 —5x%> 4 3x — 7).

Wyciagniemy x3 przed nawias:

5 3 7
lim (x> —5x*> 4+3x —7) = lim x3<1_x+_>

X—00 X—00 x2 x3
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2.31

a) Chcemy obliczy¢ Xlin;o(x3 —5x%> 4 3x — 7).

Wyciagniemy x3 przed nawias:

5 3 7
lim (x> —5x*> 4+3x —7) = lim x3<1_x+ )

X—00 X—00 x2 x3

Wyrazenia w nawiasie, poza pierwszym, daza do 0, czyli caty nawias dazy
do 1:
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2.31

a) Chcemy obliczy¢ Xlin;o(x3 —5x%> 4 3x — 7).

Wyciagniemy x3 przed nawias:

5 3 7
lim (x> —5x*> 4+3x —7) = lim x3<1_x+ )

X—00 X—00 x2 x3

Wyrazenia w nawiasie, poza pierwszym, daza do 0, czyli caty nawias dazy

do 1: . 3 .
lim X3(1——|——): lim x3 =

X—00 x  x2 X3

Jedli x dazy do oo, to x3 réwniez.
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|
2.31

d) Chcemy obliczy¢ lim (—3x° +2x* + x +1).
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|
2.31

d) Chcemy obliczy¢ lim (—3x° +2x* + x +1).

Wyciagniemy x° przed nawias:
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|
2.31

d) Chcemy obliczy¢ lim (—3x° +2x* + x +1).

Wyciagniemy x° przed nawias:

2 1 1
lim (=3x° +2x* +x+1) = lim x5(—3+++)
X

X——00 X——00
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|
2.31

d) Chcemy obliczy¢ lim (—3x° +2x* + x +1).

Wyciagniemy x° przed nawias:
X——00 X——00 ;

2 1 1
lim (=3x°> +2x* +x+1)= lim x>(-3+>=+ =+ =
x* X

Zndéw wiekszo$¢ wyrazen w nawiasie dazy, do 0, a caty nawias do —3, czyli
mamy:
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|
2.31

d) Chcemy obliczy¢ lim (—3x° +2x* + x +1).

Wyciagniemy x° przed nawias:

X——00 X——00 X

2 1 1
lim (=3x°> +2x* +x+1)= lim x>(-3+>=+ =+ =
x* X

Zndéw wiekszo$¢ wyrazen w nawiasie dazy, do 0, a caty nawias do —3, czyli
mamy:

2 1 1
lim x°(—3+=+ =+ <) = lim —3x°=00
X——00 X X4 X5 X——00

Jedli x dazy do —o0, to x° réwniez, ale mnozymy jeszcze przez —3.
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2.31

f) Chcemy obliczy¢ lim (x* + 7x® — 8x* — 10).

——00
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2.31

f) Chcemy obliczy¢ lim (x* + 7x® — 8x* — 10).

X——00

Wyciagamy x* przed nawias:
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2.31

f) Chcemy obliczy¢ lim (x* + 7x® — 8x* — 10).

——00
Wyciagamy x* przed nawias:

1
lim (x*+7x3 —8x*> —10) = lim x4<1+7—8—0>
X

X——00 X——00
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2.31

f) Chcemy obliczy¢ lim (x* +7x> — 8x* — 10).

Wyciagamy x* przed nawias:

1
lim (x*+7x3 —8x*> —10) = lim x4<1+7—82—2>
X X X

X——00 X——00

Caty nawias dazy do 1, czyli:

13 pazdziernika 2019 16 / 20
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2.31

f) Chcemy obliczy¢ lim (x* + 7x® — 8x* — 10).

——00

Wyciaggamy x* przed nawias:
: 4 3 2 : 4 /
lim (x"+7x>—=8x*—10)= lim x"(14+—-—— — —
X——00 X——00 X
Caty nawias dazy do 1, czyli:

1
lim x4(1+7—8— 0>: lim x* = oo
X

X——00 X2 x4 X——00

Jedli x dazy do —oo, to x* dazy do co (bo mamy parzysta potege).
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|
2.32

f) Chcemy obliczy¢ lim [(9 — 2x)*(7 — x)?].
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|
2.32

f) Chcemy obliczy¢ (9 — 2x)%(7 — x)?].

lim [
X——00

Woyciagniemy z obu nawiaséw x (i od razu podniesiemy do 3 potegi):
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|
2.32

f) Chcemy obliczy¢ lim [(9 — 2x)*(7 — x)?].

Woyciagniemy z obu nawiaséw x (i od razu podniesiemy do 3 potegi):

lim [(9—2x)3(7 — x)%] = lim [x3 (i - 2)3x3 ()7( - 1)3] =

X——00 X——00

~im [4(3-2) (2]
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|
2.32

f) Chcemy obliczy¢ lim [(9 — 2x)*(7 — x)?].

Woyciagniemy z obu nawiaséw x (i od razu podniesiemy do 3 potegi):

tim (9~ 2x)%(7 ~ x)?] = _lim [ﬁ(i - 2)3x3(>7< _ 1)3] _

X——00

~im [4(3-2) (2]

Pierwszy nawias dazy do —2 (ale podnosimy do 3 potegi), drugi do —1 (i
znéw podnosimy do 3 potegi):

Tomasz Lechowski Batory 3LO 13 pazdziernika 2019 17 /20



|
2.32
f) Chcemy obliczy¢ Xﬂr_noo[(9 —2x)3(7 — x)%].

Woyciagniemy z obu nawiaséw x (i od razu podniesiemy do 3 potegi):

lim [(9—2x)3(7 — x)%] = lim [x3 (i - 2)3x3 (: - 1)3] =

X——00 X——00

~im [4(3-2) (2]

Pierwszy nawias dazy do —2 (ale podnosimy do 3 potegi), drugi do —1 (i
znéw podnosimy do 3 potegi):

3 3
lim [x6<9 —2) (7 - 1) ] = lim 8x%=o0
X——=00 X X X——00

Jesdli x dazy do —oo, to x® dazy do oo (bo mamy parzysta potege).
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|
2.33

5x*+x34+x2 -5
f) Ch bliczyé¢ i
) Chcemy obliczyé im Z_2x18
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|
2.33

5x* +x3+x%2 -5
f) Ch bliczy¢ i
) Chcemy obliczyé im @ ox 18

Wyciaggniemy z licznika i mianownika najwyzsze potegi x:
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|
2.33

5x* +x3+x%2 -5
f) Ch bliczy¢ i
) Chcemy obliczyé im @ ox 18

Wyciaggniemy z licznika i mianownika najwyzsze potegi x:

i X Ex -5 A4 5+ 5
| = m =
X——00 x2 —2x+8 X——00 X2(1—%—|—%)
L AGirhoh
= lim %
xomee 1-5+5
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|
2.33

5x* 4+ x34x?> -5
f) Ch bliczy¢ i
) Chcemy obliczyé im 8

Wyciaggniemy z licznika i mianownika najwyzsze potegi x:

’ 5x* +x3 4+ x? -5 ’ X4(5+%+%2_%4)
m = m e
xotoo X2 2x+8  xoioo x2(1— 2+ 8)
sl
= lim %
oo 1-=2+5%

Mianownik dazy do 1, nawias w liczniku do 5, czyli mamy:
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|
2.33

5x* 4+ x34x?> -5
f) Ch bliczy¢ i
) Chcemy obliczyé im 8

Wyciaggniemy z licznika i mianownika najwyzsze potegi x:

i X Ex -5 B+ 4
m = m =
xotoo X2 2x+8  xoioo x2(1— 2+ 8)
T
= lim %
oo 1-=2+5%

Mianownik dazy do 1, nawias w liczniku do 5, czyli mamy:

)

x2(5—|—%+%—x§1

lim 5 lim 5x% =
X——00 1— < + > X——00
Jesdli x dazy do —oo, to 5x2 dazy do oo (mamy parzysta potege).
Batory 3LO
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|
2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00
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|
2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00

Wyciggamy pod pierwiastkiem x?

(pamietajac o module):

i wyrzucamy przed pierwiastek
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2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00

Wyciggamy pod pierwiastkiem x? i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module):

. . 7 15
lim x2+7x+15— I|m 1+ +— lim —xy /14 -+ —
X——00 X——00 X X

Tomasz Lechowski Batory 3LO 13 pazdziernika 2019 19 /20



|
2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00

Wyciggamy pod pierwiastkiem x? i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module):

7 15
lim x2+7x+15— I|m Q/1+ +— lim —xy /14 -+ —
X——00 X——00 X X

x dazy do —oo, wiec opuszczajagc modut zmieniamy znak.
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|
2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00

Wyciggamy pod pierwiastkiem x? i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module):

7 15
lim x2+7x+15— I|m Q/1+ +— lim —xy /14 -+ —
X——00 X——00 X X

x dazy do —oo, wiec opuszczajagc modut zmieniamy znak. Wyrazenie pod
pierwiastkiem dazy do 1, czyli:

Tomasz Lechowski Batory 3LO

13 pazdziernika 2019 19 /20



|
2.34

b) Chcemy obliczy¢ lim v/x2 + 7x + 15.
X——00

Wyciggamy pod pierwiastkiem x? i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module):

7 15
lim x2+7x+15— I|m Q/1+ +— lim —xy /14 -+ —
X——00 X——00 X X

x dazy do —oo, wiec opuszczajagc modut zmieniamy znak. Wyrazenie pod
pierwiastkiem dazy do 1, czyli:

. 7 15 .
[im —x 1—|——+—2: lim —x=o0
X——00 X X X——00

Jesli x dazy do —oo, to —x dazy oczywiscie do oo.
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|
2.34

2xvVxZ —x 13
f) Cheemy obliczy¢ lim =YX =X+ 3
X

——00 4 — 5x
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2.34

L 2xVx2—x+3
f) Chcemy obliczy¢ lim ————.
X——00 4 —b5x
Wyciaggamy pod pierwiastkiem x2 i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module), ponadto wyciagniemy x z mianownika:
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2.34

L 2xVx2—x+3
f) Chcemy obliczy¢ lim ————.
X——00 4 —b5x
Wyciaggamy pod pierwiastkiem x2 i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module), ponadto wyciagniemy x z mianownika:

o 22— x+3 2xxy/1-1 + 3
m ————— = Iim —
(% -5

X——00 4 — b5x X——00

X
2y /1-14 3
= lim x X

e (E-3)
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2.34

L 2xVx2—x+3
f) Chcemy obliczy¢ lim ————.
X——00 4 —b5x
Wyciaggamy pod pierwiastkiem x2 i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module), ponadto wyciagniemy x z mianownika:

o 22— x+3 2xxy/1-1 + 3
m ————— = Iim —
(% -5

X——00 4 — b5x X——00

X
2y /1-14 3
= lim 7} x %
X—moo (% —5)

Skrécilismy x i opusciliSmy modut (zmieniajac znak, gdyz x dazy do —o0).
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2.34

L 2xVx2—x+3
f) Chcemy obliczy¢ lim ————.
X——00 4 —b5x
Wyciaggamy pod pierwiastkiem x2 i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module), ponadto wyciagniemy x z mianownika:

o 22— x+3 2xxy/1-1 + 3
m ————— = Iim —
(% -5

X——00 4 — Hx X——00 ~

2y /1-14 3

= lim 7} x X
X—moo (% —5)

Skrécilismy x i opusciliSmy modut (zmieniajac znak, gdyz x dazy do —o0).
Mianownik dazy do —5, pierwiastek do 1, czyli:
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2.34

L 2xVx2—x+3
f) Chcemy obliczy¢ lim ————.
X——00 4 —b5x
Wyciaggamy pod pierwiastkiem x2 i wyrzucamy przed pierwiastek
(pamietajac o module), ponadto wyciagniemy x z mianownika:

o 22— x+3 2xxy/1-1 + 3
m ————— = Iim —
(% -5

X——00 4 — b5x X——00

X
2y /1-14 3
= lim 7} x <
X—moo (% —5)
Skrécilismy x i opusciliSmy modut (zmieniajac znak, gdyz x dazy do —o0).
Mianownik dazy do —5, pierwiastek do 1, czyli:

/ 1 3
lim —2x 1—;‘1‘?_

= lim =x=-—00
X——00 (% _ 5) x——o00 b

Jesdli x dazy do —o0, to %x rowniez.

Batory 3LO 13 pazdziernika 2019 20 / 20



Na wejsciéwce bedzie zadanie podobne do powyzszych. Warto zrobié¢
pozostate przykfady z zadan 2.30-2.35.
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