Pochodna funkcji w punkcie
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Na prezentacji oméwione zostang przyktady obliczania pochodnej danej
funkcji w punkcie.
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Wprowadzenie

Intuicyjne rozumienie jest proste - pochodna funkgcji opisuje tempo zmiany
danej (nachylenie) funkcji. W przypadku funkgji liniowych to nachylenie
jest state, natomiast inne funkcje maja rézne nachylenie/tempo zmiany w
zaleznosci od argumentu.
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2 roénie szybko, gdy x = 2, roénie wolno,

Przyktadowo funkcja f(x) = x
gdy x = % jest stafa, gdy x = 0, maleje wolno, gdy x = —% i maleje

szybko, gdy x = —2.
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Wprowadzenie

Intuicyjne rozumienie jest proste - pochodna funkgcji opisuje tempo zmiany
danej (nachylenie) funkcji. W przypadku funkgji liniowych to nachylenie
jest state, natomiast inne funkcje maja rézne nachylenie/tempo zmiany w
zaleznosci od argumentu.

2 roénie szybko, gdy x = 2, roénie wolno,

Przyktadowo funkcja f(x) = x
gdy x = % jest stafa, gdy x = 0, maleje wolno, gdy x = —% i maleje

szybko, gdy x = —2.

W zwiazku z powyzszym funkcja f(x) = x2, bedzie miata inna wartos¢
pochodnej dla kazdej z tych wartosci.
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Definicja

Pochodna funkeji f(x) dla x = xo zapisujemy f’(xp) i definiujemy
nastepujaco:

. Ay . f(x0+ Ax) — f(x0)
/ = _— =
Flo) = Jim Ax = Aim, Ax
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Definicja

Pochodna funkeji f(x) dla x = xo zapisujemy f’(xp) i definiujemy
nastepujaco:

. Ay . f(x0+ Ax) — f(x0)
/ = _— =
Flo) = Jim Ax = Aim, Ax

Tutaj uwaga: by pochodna w danym punkcie istniata, to powyzsza granica
musi istnieé, a wiec musimy mieé:

fim f(xo + Ax) — f(x0) lim f(xo + Ax) — f(x0)
Ax—0t Ax o Ax—0— Ax
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Definicja
Pochodna funkeji f(x) dla x = xo zapisujemy f’(xp) i definiujemy
nastepujaco:

. Ay . f(x0+ Ax) — f(x0)
/ = _— =
Flo) = Jim Ax = Aim, Ax

Tutaj uwaga: by pochodna w danym punkcie istniata, to powyzsza granica
musi istnieé, a wiec musimy mieé:

fim f(xo + Ax) — f(x0) lim f(xo + Ax) — f(x0)
Ax—0t Ax o Ax—0— Ax

Uwaga - dodaliémy oznaczenie f’(xp). Powt6érzmy - oznacza ono
nachylenie (pochodna) funkgji f dla x = xp.
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-
Przyktad 1

Zacznijmy od prostego przyktadu f(x) = 2x + 3. Bedziemy chcieli obliczy¢
warto$¢ pochodnej w punkcie xg = 3.
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Zacznijmy od prostego przyktadu f(x) = 2x + 3. Bedziemy chcieli obliczy¢
warto$¢ pochodnej w punkcie xo = 3. Czyli /(3).

Mamy do czynienia z funkcja liniowa, wiec pochodna powinna wyjs¢ 2 w
kazdym punkcie, bo tempo zmiany tej funkcji jest state. Przekonajmy sie,
ze tak rzeczywiscie jest:
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Zacznijmy od prostego przyktadu f(x) = 2x + 3. Bedziemy chcieli obliczy¢
warto$¢ pochodnej w punkcie xo = 3. Czyli /(3).

Mamy do czynienia z funkcja liniowa, wiec pochodna powinna wyjs¢ 2 w
kazdym punkcie, bo tempo zmiany tej funkcji jest state. Przekonajmy sie,
ze tak rzeczywiscie jest: (sprébujcie najpierw samodzielnie)

F(3+ Ax) — £(3)

' = | =
(3) Ajmo Ax
. 23+ Ax)+3—-(2-3+3)
= |lim =
Ax—0 Ax
. 2Ax
_Allrio Ax 2
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Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v2x+1dlax=1
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-
Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v/2x + 1 dla x = 1 (Sprébuj najpierw
samodzielnie)
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-
Przyktad 2

Obliczmy pochodng f(x) = v/2x + 1 dla x = 1 (Sprébuj najpierw
samodzielnie)

f(1+h)—1f(1)

!/ _ —
f(l)_/LTO h B
i V20+h)+1-v2-1+1
It h N
_ V3+2h—3
= lim
h—0 h
i 3H+2h-3
h=0 h(\/3+ h+/3)

2

. 1
MBIV V3

ol%
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Przyktad 3

1
Obliczmy pochodng f(x) = X+ T dlax=2
X
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Przyktad 3

1
Obliczmy pochodna f(x) = X+ 1 dla x = 2 (sprébujcie najpierw
b%

samodzielnie)

Tomasz Lechowski Batory 3LO 23 pazdziernika 2019 7/ 14



-
Przyktad 3

1
Obliczmy pochodna f(x) = X+ 1 dla x = 2 (sprébujcie najpierw
b%

samodzielnie)

F(2+ Ax) — £(2)

fi(2) = Alinlo Ax B

3+Ax 3

Ax—0 Ax
3+Ax _ 34+3Ax

— |im 1xAx  1+Ax

Ax—0 Ax
—2Ax

Ax—0 Ax

-2

Alﬂo 1+ Ax
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We wszystkich powyzszych przyktadach obliczaliSmy pochodng liczac
granice, gdy Ax — 0. Nie przejmowaliémy sie, czy Ax — 07, czy

Ax — 07, gdyz znak Ax nie miat zadnego wptywu na otrzymywany
wynik.
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We wszystkich powyzszych przyktadach obliczaliSmy pochodng liczac
granice, gdy Ax — 0. Nie przejmowaliémy sie, czy Ax — 07, czy
Ax — 07, gdyz znak Ax nie miat zadnego wptywu na otrzymywany
wynik.

Przeanalizujemy teraz kilka przyktadéw, gdy musimy sprawdzié¢
lewostronng i prawostronng granice.
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-
Przyktad 4

Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x =0
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Przyktad 4

Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Robilimy to juz na zajeciach,
tutaj powtdrzenie
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_ F0+Ax)—f(0) . |Ax|—0 . —Ax
lim = lim — = lim =-1
Ax—0- Ax Ax—0—-  Ax Ax—0— Ax
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Tomasz Lechowski Batory 3LO

Przyktad 4

Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Robilimy to juz na zajeciach,
tutaj powtdrzenie

im f(0+ Ax) —f(0) im |Ax| -0 im —Ax _1
Ax—0— Ax  Ax—0-  Ax  Ax—0- Ax
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-
Przyktad 4

Obliczmy pochodng f(x) = |x| dla x = 0 Robilimy to juz na zajeciach,
tutaj powtdrzenie

im f(0+ Ax) —f(0) im |Ax| -0 im —Ax _1
Ax—0- Ax C Ax—0-  Ax  Ax—0- Ax
Natomiast:
jim (OB =F0) A Z(0] o Ax
Ax—0t Ax - Ax—0t Ax - Ax—0+ Ax -
Czyli
. f(0+ h)—f(0) . f(0+ h)—£(0)
I I
ho- h 7 i, h
W zwiazku z tym limax_.q W nie istnieje (gdyz granice lewo- i

prawostronne s rézne), a wiec f(x) = |x| nie ma pochodnej dla x = 0.
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Przyktad 5

|x + 1

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = — 1
X

gdy x = —1.
Najpierw obliczymy granice, gdy Ax — 0~
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Przyktad 5
. . .. |x + 1
Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = 1 gdy x = —1.
X
Najpierw obliczymy granice, gdy Ax — 0~
. f(—1+ Ax) —f(-1)
lim =
Ax—0— Ax
|Ax] _ =141
. (—1+Ax)2+1  (-1)2+1
= lim =
Ax—0~ Ax
—A
= lim 7(AX)2_2XAX+2 = lim -1 _ !
 Ax—0- Ax Cax—0- (Ax)2 —2Ax+2 2
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Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy Ax — 07
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Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy Ax — 07
f(—=14+ Ax) —f(-1)

lim =
Ax—0t Ax
|Ax| =141
— im GHATL (DL
Ax—0t Ax
—AXx
~lim A28k i 1 _1
Ax—0+ Ax Ax—0+ Ax2 —2Ax +2 2
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-
Przyktad 5

Podobnie obliczamy granice, gdy Ax — 07
f(—=14+ Ax) —f(-1)

lim =
Ax—0t Ax
|Ax| =141
— im GHATL (DL
Ax—0t Ax
—AXx
~lim A28k i 1 _1
Ax—0+ Ax Ax—0+ Ax2 —2Ax +2 2

Granice s3 rézne:

F(—1+h) — (1) f(—1+4 h) — f(-1)

li li

AXILTJO* h ?é Ax”—TJOJr h

a wiec pochodna funkgji f(x) = M gdy x = —1, nie istnieje
X2 + 1 1 1 .
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Przyktad 6

3 <1
Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = x xS ,
3x —2 x>1

gdy x = 1.
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Przyktad 6

3

X x<1

3x —2 x>1

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = {
gdy x = 1. Tutaj mamy funkcje zdefiniowana réznymi wzorami, wiec

sprawdzmy najpierw, czy ta funkcja w ogdle jest ciggta w x = 1.
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3
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Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = {
gdy x = 1. Tutaj mamy funkcje zdefiniowana réznymi wzorami, wiec
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f1)=1=1

lim f(x)= lim x*=1
L 0= Iip

A, ) = g, =2 =1
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Przyktad 6

x3 x<1

3x -2 x>1
gdy x = 1. Tutaj mamy funkcje zdefiniowana réznymi wzorami, wiec

Sprawdzimy, czy istnieje pochodna funkcji f(x) = {

sprawdzmy najpierw, czy ta funkcja w ogdle jest ciaggta w x = 1. Mamy:

f1)=1=1

lim f(x)= lim x*=1
L 0= Iip

A, ) = g, =2 =1

Wszystkie wartosci s3 sobie réwne, czyli funkcja jest ciagta w x = 1.
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Przyktad 6

Teraz sprawdzamy pochodna. Sprawdzmy najpierw dla Ax — 07:
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Przyktad 6

Teraz sprawdzamy pochodna. Sprawdzmy najpierw dla Ax — 07:

. (14 Ax)—f(1)
lim =
Ax—0~ Ax
(1+Ax)P-13
Ax—0— Ax a
. 14+3Ax+3(Ax)% +(Ax)3 -1
= l|im =
Ax—0~ Ax
3Ax + 3(Ax)% + (Ax)3

— 2y
Axo- Ax B A)|(ILT107(3 38X+ (Ax)) =3
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Przyktad 6

Sprawdzamy dla Ax — 0%:
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Przyktad 6

Sprawdzamy dla Ax — 0%:

0 3+3Ax—-2-1 B
 Ax—0+ Ax a
3Ax

= lim — = I|im 3=3
Ax—0t Ax Ax—0t
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-
Przyktad 6

Sprawdzamy dla Ax — 0%:

li =
AXIL>nOJr Ax
. 314+ Ax)-2-13
== ||m e
Ax—0Tt Ax
i 34+3Ax—-2-1
= m =
Ax—0+ Ax
A
— lim 22X i 3=3

= |
Ax—0t Ax Ax—0t

Funkcja jest ciagta, granice sie zgadzaja, a wiec pochodna dla x =1
istnieje i ma wartos$¢ 3, czyli /(1) = 3.
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