Przebieg zmiennosci funkg;ji
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Na prezentacji przyjrzymy sie doktadnie jednej funkcji i oméwimy jej
wszystkie wtasnosci, by na koncu narysowac jej wykres.
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Na prezentacji przyjrzymy sie doktadnie jednej funkcji i oméwimy je;
wszystkie wtasnosci, by na koncu narysowaé jej wykres. Czyli zrobimy to,
co dzisiaj robiliscie przy tablicach.
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Mamy funkcje f(x) = ﬁ

Tomasz Lechowski Batory 3LO 30 pazdziernika 2019 3 /10



2.109 d

3 3

X : x
5. Od razu zapiszemy f(x) = m

Mamy funkcje f(x) = 1
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X

X ,
5. Od razu zapiszemy f(x) = (1T=x)(1+x)

Mamy funkcje f(x) = 1

Dziedzing tej funkcji jest oczywiscie zbior R — {—1,1}.
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2.109 d

x3 x3

5. Od razu zapiszemy f(x) = (1—x)(1+x)

Mamy funkcje f(x) = 1

Dziedzing tej funkcji jest oczywiscie zbiér R — {—1,1}. Przy tej okazji
widzimy tez, ze bedziemy mie¢ dwie pionowe asymptoty: w x = 1 oraz w
x = —1 (dla tych argumentéw mianownik jest 0, a licznik nie).
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2.109 d - asymptoty pionowe

Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:
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2.109 d - asymptoty pionowe

Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:

) x3 [* 1/0*}
lim =

xo1- (1= x)(1 +x) >
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2.109 d - asymptoty pionowe

Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:

lim —X3 [71—/07} 00
xo—1- (1= x)(1+x)
lim —X3 [71:/0@ —00
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Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:

) x3 [* 1/0*}
lim =
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2.109 d - asymptoty pionowe

Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:

) x3 [* 1/0*}
lim =

1 (1)1 + %) >

NLLLTS S T

[im —X3 [l/f] 00
x—-1- (L=x)(L+x)
X3 ]

lim

oot (1= x)(1 + x) >
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2.109 d - asymptoty pionowe

Policzmy granice, gdy x dazy do tych wartosci:

lim —X3 [71—/07} 00
xo—1- (1= x)(1+x)
lim —X3 [71—/0+] —00
x——1* (1—X)(1+X) -
[im —X3 [l/f] 00
x—-1- (L=x)(L+x)
lim < kel

x—1+ (1 = x)(1 + x)

Te informacje wykorzystamy rysujac wykres.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 30 pazdziernika 2019 4 /10



|
2.109 d - asymptoty ukos$ne/poziome

Potega w liczniku jest o jeden wyzsza od tej w mianowniku, wiec bedziemy
mie¢ do czynienia z asymptotg uko$na. Obliczmy ja:
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2.109 d - asymptoty ukos$ne/poziome

Potega w liczniku jest o jeden wyzsza od tej w mianowniku, wiec bedziemy
mie¢ do czynienia z asymptotg uko$na. Obliczmy ja:
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2.109 d - asymptoty ukos$ne/poziome

Potega w liczniku jest o jeden wyzsza od tej w mianowniku, wiec bedziemy
mie¢ do czynienia z asymptotg uko$na. Obliczmy ja:
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Czyli mamy uko$na asymptote y = —x.
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2.109 d - asymptoty ukos$ne/poziome

Potega w liczniku jest o jeden wyzsza od tej w mianowniku, wiec bedziemy
mie¢ do czynienia z asymptotg uko$na. Obliczmy ja:
f(x) _ x? 2 1 1

X
a= lim —= = lim = lim lim =—=-1
X—00 X x—o00 1 — x2 X—00 X2(%—1) XHOO%_]_ -1
% %

. . X3 . X
b=lim (f(x) = ax) :X'Lmoo<1 2 +X) :X'Lr*éo<1_xz> =

= I - X e | X :7:0
XL";0<X2(X12_1)> XLmOO<X12_1) —

Czyli mamy uko$ng asymptote y = —x. Nie musimy liczy¢ granicy dla
X — —00, widzimy, ze wyjdzie doktadnie to samo.
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznosé

Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

Tomasz Lechowski Batory 3LO 30 pazdziernika 2019 6 /10



2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

by 331 =x?) = x3(=2x)  3x2—x*
=" e — ~ 1 op
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

C3x%(1—x?) —x3(—2x) | 3x%F—x*

Fiix) 122 (1-x)

Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

F(x) = 3x2(1 — x2) — x3(—2x) _ 3x? — x*
(1—x2?)? (1—x2?)?
Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.
Naszkicujmy wykres licznika.
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

F(x) = 3x2(1 — x2) — x3(—2x) _ 3x? — x*
(1—x2?)? (1—x2?)?
Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.
Naszkicujmy wykres licznika.

3x2 = x* = x*(3 — x?) = x3(V3 - x)(V3 + x)
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:
201 _ W2) _ 3(_ 2_ 4
f’(x):3x(1 x%) — x3( 2X):3X X
(1—x2?)? (1—x2?)?

Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.
Naszkicujmy wykres licznika.

3x2 = x* = x*(3 — x?) = x3(V3 - x)(V3 + x)
Miejsca zerowe: 0,+/3 oraz —/3.
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:
201 _ W2) _ 3(_ 2_ 4
f’(x):3x(1 x%) — x3( 2X):3X X
(1—x2?)? (1—x2?)?

Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.
Naszkicujmy wykres licznika.

3x2 = x* = x*(3 — x?) = x3(V3 - x)(V3 + x)

Miejsca zerowe: 0, /3 oraz —/3. Przy czym 0 jest podwéjnym miejscem
zerowym.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 30 pazdziernika 2019 6 /10



2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:

F(x) = 3x2(1 — x2) — x3(—2x) _ 3x? — x*
(1—x2?)? (1—x2?)?

Mianownik jest nieujemny, wiec znak pochodnej zalezy od znaku licznika.

Naszkicujmy wykres licznika.

3x2 = x* = x*(3 — x?) = x3(V3 - x)(V3 + x)

Miejsca zerowe: 0, /3 oraz —/3. Przy czym 0 jest podwéjnym miejscem
zerowym. Zaczynamy rysowaé od prawej strony, od dotu:
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos¢
Obliczmy pochodna naszej funkgcji:
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznosé

Mamy ekstrema lokalne w —V/3i /3.
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos$é

Mamy ekstrema lokalne w —V3iv3.Dlax=—-V3 mamy lokalne
minimum (pochodna ujemna, 0, dodatnia).
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos$é

Mamy ekstrema lokalne w —V3iv3.Dlax=—-V3 mamy lokalne
minimum (pochodna ujemna, 0, dodatnia). Dla x = v/3 mamy lokalne
maksimum (pochodna dodatnia, 0, ujemna).

Funkcja jest malejaca dla x € (—o0, —v/3), dla x = —/3 lokalne
minimum, pézniej rosnaca dla x € (—/3, —1), dla x = —1 mamy
asymptote pionowa, dalej rosnaca dla x € (—1,1), przy czym dla x =0
mamy nachylenie 0, w x = 1 pionowa asymptota,
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos$é

Mamy ekstrema lokalne w —V3iv3.Dlax=—-V3 mamy lokalne
minimum (pochodna ujemna, 0, dodatnia). Dla x = v/3 mamy lokalne
maksimum (pochodna dodatnia, 0, ujemna).

Funkcja jest malejaca dla x € (—o0, —v/3), dla x = —/3 lokalne
minimum, pézniej rosnaca dla x € (—/3, —1), dla x = —1 mamy
asymptote pionowa, dalej rosnaca dla x € (—1,1), przy czym dla x =0
mamy nachylenie 0, w x = 1 pionowa asymptota, dla x € (1,+/3) funkcja
dalej rosnie,
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2.109 d - ekstrema lokalne i monotonicznos$é

Mamy ekstrema lokalne w —V3iv3.Dlax=—-V3 mamy lokalne
minimum (pochodna ujemna, 0, dodatnia). Dla x = v/3 mamy lokalne
maksimum (pochodna dodatnia, 0, ujemna).

Funkcja jest malejaca dla x € (—o0, —v/3), dla x = —/3 lokalne
minimum, pézniej rosnaca dla x € (—/3, —1), dla x = —1 mamy
asymptote pionowa, dalej rosnaca dla x € (—1,1), przy czym dla x =0
mamy nachylenie 0, w x = 1 pionowa asymptota, dla x € (1,+/3) funkcja
dalej rosnie, dla x € (v/3, 00) funkcja maleje.
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2.109 d

Juz wtasciwie mozemy narysowaé nasza funkcje. Warto jeszcze tylko
policzyé przeciecia z osiami.
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2.109 d

Juz wtasciwie mozemy narysowaé nasza funkcje. Warto jeszcze tylko
policzy¢ przeciecia z osiami. Tutaj sprawa jest bardzo prosta - funkcja
przecina osie jedynie w Srodku uktadu wspétrzednych (0, 0)
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2.109 d - wykres
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Na maturze takiego zadania nie bedzie, ale warto przeéwiczyé przynajmniej
kilka podobnych, gdyz sprawdzaja one prawie wszystkie wazne
umiejetnosci z tego dziatu.
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