Rozwigzania zadan z optymalizacji
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Na sprawdzianie (i na maturze) w zadaniach z optymalizacji prosze
wszystko doktadnie opisywad.
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Na sprawdzianie (i na maturze) w zadaniach z optymalizacji prosze
wszystko doktadnie opisywaé. Pamietajcie o dziedzinie. Doktadnie
uzasadniajcie, ze dana warto$¢ to maksimum /minimum (badajac znak
pochodnej).
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Na sprawdzianie (i na maturze) w zadaniach z optymalizacji prosze
wszystko doktadnie opisywaé. Pamietajcie o dziedzinie. Doktadnie
uzasadniajcie, ze dana warto$¢ to maksimum /minimum (badajac znak
pochodnej). Przy wprowadzaniu funkcji pomocniczej napiszcie, dlaczego to
robicie.
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Zadanie 1

WSréd wszystkich graniastostupéw prawidtowych tréjkatnych o objetosci
réwnej 2 m3 istnieje taki, ktérego pole powierzchni catkowitej jest
najmniejsze. Wyznacz dtugosci krawedzi tego graniastostupa.
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N
Zadanie 1

Zaczniemy od rysunku i wprowadzimy odpowiednie oznaczenia.
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Zadanie 1

Zaczniemy od rysunku i wprowadzimy odpowiednie oznaczenia.

Graniastostup prawidtowy - to znaczy w podstawie wielokat foremny
Prawidtowy tréjkatny - w podstawie trojkat réwnoboczny.
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Zadanie 1

Zaczniemy od rysunku i wprowadzimy odpowiednie oznaczenia.
Graniastostup prawidtowy - to znaczy w podstawie wielokat foremny.
Prawidtowy tréjkatny - w podstawie trojkat réwnoboczny. Przyjmijmy, ze
dtugoséé boku podstawy to a, natomiast wysokos¢ graniastostupa to H.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 4 /28



Zadanie 1

Zaczniemy od rysunku i wprowadzimy odpowiednie oznaczenia.
Graniastostup prawidtowy - to znaczy w podstawie wielokat foremny.
Prawidtowy tréjkatny - w podstawie trojkat réwnoboczny. Przyjmijmy, ze
dtugoséé boku podstawy to a, natomiast wysokos¢ graniastostupa to H.
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N
Zadanie 1

Objetos¢ tego graniastostupa to:

2
vapr:afo
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N
Zadanie 1

Objetos¢ tego graniastostupa to:

V=P, x H=

2
afo

Natomiast pole powierzchni catkowitej to 2 razy pole podstawy i 3 Sciany

boczne:
a%\/3

PC:2><PP+PB: 5

+ 3aH
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N
Zadanie 1

Objetos¢ tego graniastostupa to:

V=P, x H=

2
afo

Natomiast pole powierzchni catkowitej to 2 razy pole podstawy i 3 Sciany

boczne:
a%\/3
2

Teraz naszym celem jest wyznaczenie P¢ jako funkcji jednej zmiennej
(najlepiej a).

PC:2><PP+PB:

+ 3aH
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):

8  8V3

H= ——=—"=
32\/§ 332
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):

8 8V/3
_32\/§_3a2

To daje wzbr na pole powierzchni catkowitej:

H
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):
8 8V/3

- a2y/3 322

To daje wzbr na pole powierzchni catkowitej:

a’V/3 83
_|._ -
2 a

H

Pc(a) =
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):
y_ 8 _ 8v3
- a2y/3 322
To daje wzbr na pole powierzchni catkowitej:

a%V/3 n 8v/3

Pela) = 2 a

Musimy jeszcze ustali¢ dziedzine.
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N
Zadanie 1

Ze wzoru na objetoé¢ wyznaczamy H (wiemy, ze objetoé¢ wynosi 2m3):
y_ 8 _ 8v3
- a2y/3 322
To daje wzbr na pole powierzchni catkowitej:

a%V/3 n 8v/3

Pela) = 2 a

Musimy jeszcze ustali¢ dziedzine.

Musimy mie¢ a > 0 i H > 0, ostatecznie dziedzing jest a € (0, c0).
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N
Zadanie 1

Bedziemy szukali minimum funkcji

a3 n 8v/3

Pe(a) = 2 a

dla a € (0, 00).
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N
Zadanie 1

Obliczamy pochodna:
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N
Zadanie 1

Obliczamy pochodna:

\f_i

Pc(a) =

Teraz chcemy znalez¢ jej miejsca zerowe i ustali¢ znak.
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N
Zadanie 1

Obliczamy pochodna:
8\[
Pe(a) = av3——5-

Teraz chcemy znalez¢ jej miejsca zerowe i ustallc znak. W tym celu mozna

zapisac:
Pe(a) = av3 - 22 Y25 )
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N
Zadanie 1

Obliczamy pochodna:

\f_i

Pc(a) =

Teraz chcemy znalez¢ jej miejsca zerowe i ustali¢ znak. W tym celu mozna
zapisac:

Pe(a) = av3- 22 = ()

Teraz mamy Pg(a) =0dla a=2.
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N
Zadanie 1

Ustalmy znak pochodne;j.
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N
Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).
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Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).

Wyrazenie § bedzie zawsze dodatnie, wiec znak pochodnej zalezy od
3
a’ —38.
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Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).

Wyrazenie § bedzie zawsze dodatnie, wiec znak pochodnej zalezy od

a> — 8. Pomocniczy wykres:

o ) 4

Czyli dla a € (0,2) pochodna ujemna, funkcja malejaca,
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Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).

Wyrazenie g bedzie zawsze dodatnie, wiec znak pochodnej zalezy od
a> — 8. Pomocniczy wykres:

o ) 4

Czyli dla a € (0,2) pochodna ujemna, funkcja malejaca, dla a € (2, 00)
pochodna dodatnia, funkcja rosnaca.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 9 /28



N
Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).

Wyrazenie g bedzie zawsze dodatnie, wiec znak pochodnej zalezy od
a> — 8. Pomocniczy wykres:

o ) 4

Czyli dla a € (0,2) pochodna ujemna, funkcja malejaca, dla a € (2, 00)
pochodna dodatnia, funkcja rosnaca. Oznacza to, ze dla a = 2 mamy
minimum.
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N
Zadanie 1

Ustalmy znak pochodnej. Pamietajmy o dziedzinie. Wystarczy ustali¢ znak
tylko dla a € (0, 00).

Wyrazenie g bedzie zawsze dodatnie, wiec znak pochodnej zalezy od
a> — 8. Pomocniczy wykres:

o ) 4

Czyli dla a € (0,2) pochodna ujemna, funkcja malejaca, dla a € (2, 00)
pochodna dodatnia, funkcja rosnaca. Oznacza to, ze dla a = 2 mamy
minimum. Bedzie to minimum globalne.
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N
Zadanie 1

Ostatecznie otrzymujemy, ze dla minimalnego pola powierzchni catkowite;j
krawedzie podstawy beda miaty dtugo$¢ 2m (przypomnijmy tu sobie o

8v3 __ 2\f3m
3x22 = 3

jednostkach), natomiast wysoko$¢ bedzie miata dtugos¢ H =
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Zadanie 2

Rozwazamy trapezy réwnoramienne, ktérych krétsza podstawa i ramiona
maja dtugosci po 2 cm. Oblicz, jaka dtugo$é bedzie miata dtuzsza
podstawa trapezu o najwiekszym polu. Oblicz to pole.
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N
Zadanie 2

Zndéw zaczniemy od rysunku i oznaczen:
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N
Zadanie 2

Zndéw zaczniemy od rysunku i oznaczen:

Dosrysujemy jeszcze wysokosci i obliczymy dtugosci odpowiednich
odcinkow.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 12 /28



N
Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krotki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x.
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Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krétki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x. Sprébujemy
jednak rozwigzaé przy tych oznaczeniach.
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N
Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krétki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x. Sprébujemy
jednak rozwigzaé przy tych oznaczeniach.

Chcemy optymalizowaé pole:

(x+2)xh

p—
2
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Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krétki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x. Sprébujemy
jednak rozwigzaé przy tych oznaczeniach.

Chcemy optymalizowaé pole:

(x+2)xh
2

Musimy wiec wyznaczy¢ h przy pomocy x.

p—
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N
Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krétki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x. Sprébujemy
jednak rozwigzaé przy tych oznaczeniach.

Chcemy optymalizowaé pole:

(x+2)xh
2

p—

Musimy wiec wyznaczyé h przy pomocy x. Oczywiscie skorzystamy z tw.
Pitagorasa.
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N
Zadanie 2

Teraz widzimy, ze by¢ moze lepiej byto wprowadzié inne oznaczenia, np.
przez x oznaczy¢ krétki odcinek, a cata podstawe 2 + 2x. Sprébujemy
jednak rozwigzaé przy tych oznaczeniach.

Chcemy optymalizowaé pole:
p— (x+ 3) X h

Musimy wiec wyznaczyé h przy pomocy x. Oczywiscie skorzystamy z tw.
Pitagorasa.

b |92 <x—2>2_ x2—4x+4_ —x2 4+ 4x+12
N 2 N 4 B 4
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N
Zadanie 2

Ostatecznie mamy:

1
h= E\/—x2 +4x+12

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 14 / 28



N
Zadanie 2

Ostatecznie mamy:
1
h= E\/—x2 +4x+12

Czyli:

(x+2) x V—x?+4x+12
P(x) = =
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N
Zadanie 2

Ostatecznie mamy:
1
h= 5\/—x2+4x+12

Czyli:

(x+2) x V—x?+4x+12
P(x) = 2

Musimy jeszcze ustali¢ dziedzine. x ma by¢ dtuzsza podstawa, wiec x > 2.
Wysokos¢ musi by¢ wieksza od 0, musimy mie¢ —x? + 4x + 12 > 0, co
daje x € (—2,6).
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N
Zadanie 2

Ostatecznie mamy:
1
h= 5\/—x2 +4x+12

Czyli:

(x+2) x V—x?+4x+12
P(x) = =

Musimy jeszcze ustali¢ dziedzine. x ma by¢ dtuzsza podstawa, wiec x > 2.
Wysokos¢ musi by¢ wieksza od 0, musimy mie¢ —x? + 4x + 12 > 0, co
daje x € (—2,6). Ostatecznie dziedzing jest x € (2,6).
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N
Zadanie 2

Ostatecznie mamy:

1
h= 5\/—x2 +4x+12

Czyli:

(x+2) x V—x?+4x+12
P(x) = =

Musimy jeszcze ustali¢ dziedzine. x ma by¢ dtuzsza podstawa, wiec x > 2.
Wysokos¢ musi by¢ wieksza od 0, musimy mie¢ —x? + 4x + 12 > 0, co
daje x € (—2,6). Ostatecznie dziedzing jest x € (2,6). Ten wynik zgadza
sie z naszymi intuicjami (dtuzsza podstawa musi by¢ krétsza od 6, by dato
sie skonstruowaé zadany trapez).
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N
Zadanie 2

Szukamy maksimum funkg;ji:

(x+2) x V—x?+4x+12
4

P(x) =

dla x € (2,6)
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N
Zadanie 2

Wprowadzmy zmienne pod pierwiastek, otrzymamy:

P(x) = %\/(x +2)2(—x?+4x+12) = %\/(x2 +4x + 4)(—x2 + 4x + 12)
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N
Zadanie 2

Wprowadzmy zmienne pod pierwiastek, otrzymamy:

1 1

P(x) = 71/ (x + 22(—x2 + 4x +12) = 11/ (2 + 4x +4)(—x? + 4x + 12)
4 4

Teraz wprowadzimy funkcje pomocnicza:

f(x) = (X2 4+ 4x + 4)(—X2 +4x + 12)
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N
Zadanie 2

Wprowadzmy zmienne pod pierwiastek, otrzymamy:

1 1
P(x) = 71/ (x + 22(—x2 + 4x +12) = 11/ (2 + 4x +4)(—x? + 4x + 12)
4 4
Teraz wprowadzimy funkcje pomocnicza:
F(x) = (x* +4x +4)(—x* + 4x + 12)

Zaznaczamy, ze maksimum funkgji f(x) bedzie zarazem maksimum funkg;ji
P(x).
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N
Zadanie 2

Szukamy maksimum funkgji:
f(x) = (x* 4+ 4x + 4)(—x* + 4x + 12)

dla x € (2,6)
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N
Zadanie 2

Szukamy maksimum funkg;ji:

f(x) = (X2 + 4x + 4)(—X2 +4x + 12)
dla x € (2,6)

Obliczymy pochodna i jej miejsca zerowe oraz znak.
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Zadanie 2

Szukamy maksimum funkg;ji:

f(x) = (x* 4+ 4x + 4)(—x* + 4x + 12)

dla x € (2,6)

Obliczymy pochodna i jej miejsca zerowe oraz znak. Mozemy wymnozy¢
wszystko albo zastosowaé wzdr na pochodng iloczynu.
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N
Zadanie 2

Szukamy maksimum funkg;ji:

f(x) = (X2 + 4x + 4)(—X2 +4x + 12)
dla x € (2,6)

Obliczymy pochodna i jej miejsca zerowe oraz znak. Mozemy wymnozy¢
wszystko albo zastosowaé wzér na pochodng iloczynu. Zrobimy to drugie:

F/(x) = (2x + 4)(—x% + 4x + 12) + (x> + 4x + 4)(—2x + 4) =
=2(x+2)(6 — x)(2+x) — 2(x + 2)*(x — 2) =
= 2(x +2)(8 — 2x) = 4(x + 2)*(4 — x)
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N
Zadanie 2

Narysujemy wykres pochodne;j:
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Narysujemy wykres pochodne;j:

AN
\ o
N
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N
Zadanie 2

Narysujemy wykres pochodne;j:

Poniewaz x € (2,6), to nas interesuje tylko:
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Narysujemy wykres pochodne;j:

AN
\ o
N

Poniewaz x € (2,6), to nas interesuje tylko:
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N
Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca,
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N
Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca.
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Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum.
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Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum. Bedzie to maksimum globalne.
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Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum. Bedzie to maksimum globalne.

Musimy jeszcze obliczy¢ pole.
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Zadanie 2
Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla

x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum. Bedzie to maksimum globalne.

Musimy jeszcze obliczy¢ pole.

(x+2) x V—x%+4x+12

4

P(x) =
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Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum. Bedzie to maksimum globalne.

Musimy jeszcze obliczy¢ pole.

X4+2) X vV—x24+4x + 12
P(X):( ) 2

Czyli:

v—1 1 12

P(4) = .
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N
Zadanie 2

Dla x € (2,4) pochodna jest dodatnia, wiec funkcja jest rosnaca, dla
x € (4,6) pochodna jest ujemna, czyli funkcja malejaca. W zwigzku z tym
dla x = 4 mamy maksimum. Bedzie to maksimum globalne.

Musimy jeszcze obliczy¢ pole.

X4+2) X vV—x24+4x + 12
P(X):( ) 2

Czyli:

v—1 1 12

P(4) = .

Dtuzsza podstawa bedzie miata dtugoé¢ 4cm, a pole wyniesie 3v/3cm?.
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Zadanie 3

Dana jest funkcja f(x) = 6x + x> — x3. Niech A bedzie punktem na czesci
wykresu funkcji f znajdujacej sie w | éwiartce uktadu wspétrzednych.
Niech B bedzie rzutem prostokatnym punktu A na o$ X. Oblicz
wspbtrzedng x punktu A, dla ktérego pole trojkata OAB, gdzie O jest
Srodkiem uktadu wspédtrzednych, jest najwieksze.
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Zadanie 3

Najpierw narysujmy wykres funkgji f(x),
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N
Zadanie 3

Najpierw narysujmy wykres funkgji f(x), w tym celu roztozymy jej wzér na
czynniki:
f(x) = x(6 4+ x — x?) = x(2+ x)(3 — x)
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N
Zadanie 3

Najpierw narysujmy wykres funkgji f(x), w tym celu roztozymy jej wzér na
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Czyli miejsca zerowe dla x =0, x = —2 oraz x = 3.
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Najpierw narysujmy wykres funkgji f(x), w tym celu roztozymy jej wzér na

czynniki:
f(x) = x(6 +x — x?) = x(2+ x)(3 — x)

Czyli miejsca zerowe dla x = 0, x = —2 oraz x = 3. Rysowanie zaczynamy
od prawej strony, od dotu:
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Najpierw narysujmy wykres funkgji f(x), w tym celu roztozymy jej wzér na
czynniki:

f(x) = x(6 4+ x — x?) = x(2+ x)(3 — x)
Czyli miejsca zerowe dla x = 0, x = —2 oraz x = 3. Rysowanie zaczynamy
od prawej strony, od dotu:

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 21 /28



N
Zadanie 3

Nas interesuje tylko pierwsza éwiartka, czyli:

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 22 /28



N
Zadanie 3

Nas interesuje tylko pierwsza éwiartka, czyli:

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 22 /28



N
Zadanie 3

Nas interesuje tylko pierwsza éwiartka, czyli:

dodajmy punkty A i B i oznaczmy tréjkat OAB wraz z jego bokami.
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Zadanie 3

Otrzymujemy nastepujacy rysunek:

Alz, bz + 27 — 2%
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N
Zadanie 3

Otrzymujemy nastepujacy rysunek:

Alz, bz + 27 — 2%

Podstawa ma dtugo$¢ x, wysokoéé ma dtugoéé 6x + x2 — x3.
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Zadanie 3

Pole tréjkata

1 1 1 1
P(x) = Eah = 5x(6x +x%—x3) =32+ §x3 - §x4
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N
Zadanie 3

Pole tréjkata
1 1 1 1
P(x) = Eah = 5x(6x +x%—x3) =32+ §x3 - §x4

Dziedzina: oczywiscie a i h musza by¢ dodatnie, to daje x € (0, 3).
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N
Zadanie 3

Szukamy maksimum funkgji:

1 1
P(x) = 3x% + §x3 — §x4

dla x € (0, 3).
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Zadanie 3

Obliczymy pochodna, jej miejsca zerowe i ustalimy znak.
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Zadanie 3

Obliczymy pochodna, jej miejsca zerowe i ustalimy znak.

P(x) = 6x + gxz —2x3 = %x(12 + 3x — 4X2)

Musimy znalez¢é miejsca zerowe, jedno to oczywiscie x = 0, niestety dalej

trzeba uzyé A.
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Obliczymy pochodna, jej miejsca zerowe i ustalimy znak.

P(x) = 6x + gxz —2x3 = %x(12 + 3x — 4X2)

Musimy znalez¢é miejsca zerowe, jedno to oczywiscie x = 0, niestety dalej

., . 3+ 4201
trzeba uzy¢é A. Pozostate dwa miejsca zerowe to x = — 5
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Zadanie 3

Mozemy naszkicowaé wykres pochodnej:
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Zadanie 3

Mozemy naszkicowaé wykres pochodnej:

Nas interesuje tylko czesé dla x € (0, 3), czyli:
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Mozemy naszkicowaé wykres pochodnej:
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N
Zadanie 3

Dla x

<3—\/201
<\ 78

pochodna jest dodatnia, czyli funkcja roénie, dla

( 3+\/2(Tl)
€ o,T

,3> pochodna jest ujemna, czyli funkcja maleje.
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<3—\/201

€\T s

Y 3+ /201
N 8

pochodna jest dodatnia, czyli funkcja roénie, dla

( 3—|—\/201)
€ O,T

,3> pochodna jest ujemna, czyli funkcja maleje. Dla

mamy wiec maksimum, ktére bedzie maksimum globalnym.
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N
Zadanie 3

Dla x

<3—\/201

€\T s

Y 3+ /201
N 8

( 3—|—\/201)
€ O,T

pochodna jest dodatnia, czyli funkcja roénie, dla
,3> pochodna jest ujemna, czyli funkcja maleje. Dla

mamy wiec maksimum, ktére bedzie maksimum globalnym.

3++v201

Wspébtrzedna x punktu A bedzie x = 5
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