I1 sposéb - Ze wzoru (1.17b) mamy xt-4x®+5= (xz}z g2 xE £2% = 2 2)2 +1, czyli f(x)= (x -21' 1, xeR.
Poniewaz [;(2 —Zf >0 dla dowolnej liczby x, wiec najmniejsza wartosc funkcji fjest réwna 1 ijest przyjmowana na przykiad
2la argumentu V2.

5.52. najmniejsza wartoscé: 3 (11.2R, 11.1R, 11.5R)
Funkcja f jest ciagla i rozniczkowalna.

[ sposéb (ogdlny) - Badamy wartoéci funkcji w punktach krytycznych (o ile istniejg, (5.25)) i obliczamy granice
jednostronne na konicach otwartego przedziatu, w ktérym funkcja jest okreélona (jak w rozwigzaniu zadania 5.51).

ZX =2 .Wéwezas f/(x)=0 x=1. Funkcja f

Obliczamy pochodng funkeji £ f’( ) 2x—i,gd21e xe(() 10) skad f ( )
x°

x+2

ma tylko jeden punkt krytyczny x=1; f (1)=3. Nastepnie obliczamy granice jednostronne: lim f (x)= lim
x—0* x=0t X

oraz lim f (x)= 1002> f (1) Zatem liczba 3 jest najmniejsza wartoscia funkeji fw przedziale (0, 10).
x—10"

=0

I sposéb - Jesli funkcja fjest rézniczkowalna w przedziale (0, 10), a jej pochodna jest rowna 0 tylko w jednym punkcie, to
warto$¢ najmniejsza (najwieksza) funkeji w tym przedziale mozemy wyznaczyc¢ (o ile istnieje), badajac monotonicznosc tej
funkcji. Na mocy (5.19) obliczamy pochodna funkeji f, wyznaczamy jej jedyne miejsce zerowe i badamy znak pochodnej

3
2 2_2, xe(0,10); fx)=0&x=1; f(x)<0e x<(0,1) oraz
¥

w sgsiedztwie tego miejsca zerowego: f ’(x):

f ’(x)< De=xe (1, 10) . W przedziale (0, 1) funkcja fjest malejgca, a w przedziale (1, 10) funkcja fjest rosnaca. Na podstawie

(5.26) w punkcie x=1 funkcja ma minimum lokalne réwne f (1), czyli 3. Jest to jedyne ekstremum funkcji £ Liczba 3 jest
réwniez najmniejsza warto$cig funkcji f.

5.53. ZW={4,28) (11.2R, 11.1R, 11.5R)

Funkcja f jest ciagla i roézniczkowalna., Wyznaczamy punkty krytyczne (5.25): f’(x)=3x2+2x—5; skad

f,(x)=04:)xe{:—3§,1}. Obliczamy warto$ci funkcji w tych punktach: f[_g } 13— f( =4, Ze szkicu wykresu

pochodnej wnioskujemy, Ze liczba 13%% stanowi maksimum lokalne za$ liczba 4 - \ /

minimum lokalne funkeji f. Sprawdzamy, czy te wielkosci s3 odpowiednio najwigksza
(najmniejszq) wartoscia funkcji f; obliczajac granice jednostronne funkcji na keficach

przedziati:  lim f(x)=13, lim f(x)=28. Z ciaglosci funkcji f/ w przedziale
x—-27 X3

otwartym (— 2; 3) wynika, ze funkcja przyjmuje warto$ci nie mniejsze niz 4 i mniejsze
niz 28 (nie istnieje warto$¢ najwigksza funkeji f, natomiast minimum lokalne jest jednoczes$nie najmniejsza wartoscia
funkeji f); stad ZW =(4,28).

5.54. 4 (11.1R, 11.6R)
y=x>  Niech d(x) oznacza diugoé¢ odcinka w zaleznoici od x (x<0). Mamy
d( ; d(x)=—x 3 3 ,bo x<0.Wyznaczamy najmniejszg warto$¢ funkeji

X

d. Mamy d'(x)=-3x> + 3 , x<0; d(x)=0x=-1; lim d(x)= lim d{x)=+cs,

x—0" e

2 3 -':X. d(-1)=4 (zobacz rozw1qzanie zadania 5.51). Najkrétszy odcinek ma diugos¢ 4.

(Funkcja d ma tylko jeden punkt krytyczny, wiec mozna byto skorzystaé z
monotonicznoéci funkcji f, zamiast liczy¢ granice- jak w rozwigzaniu zadania 5.52).

5.55. V=250V2cm’ (11.6R, 11.2G)
Niech x oznacza diugoéé¢ krawedzi podstawy, h - wysoko$¢ prostopadlodcianu. Wowczas P, =300=2x%+4xh, skad

2
h= 1502—X, gdzie xe (O, 5\/6 ), bo x>0 i h>0. Wyznaczamy funkcje objetosci V prostopadtoécianu w zaleznosci od x:
X
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50-x? -
V(x)=x? -1—9—X, czyli V(x =—1x3 +75x, gdzie xe 0,5«/5 . Badamy istnienie punktéw krytycznych (5.25). W tym
2x 2 &

celu wyznaczamy pochodng funkeji V, bo funkcja V jest ciggla i rézniczkowalna: V’(x):%sx2+75, gdzie xe (0, 5v6 ).
Wéweczas V’(x): 0@){:5\5 (funkcja ma jeden punkt krytyczny, jak w rozwigzaniu zadania 5.52). Poniewaz
Vi(x)>0e xe (0, 5«/5) oraz V'(x)<0 xe (5«./5 56 ) wigc funkcja V jest rosnaca w przedziale (O,SJE ) i malejgca w

przedziale (Swff i 5v6 ) ;dla x= 5-\/5 funkcja ¥ ma maksimum lokalne, ktdre jest jednoczesnie wartoscig najwigksza funkeji
V, réwng V(SJE), czyli 25072 (cmg).

5.56. r=4 (11.6R, 11.2G)

Z danych informacji wiemy, ze 2r+21=20, gdzie r - oznacza promient podstawy stozka,
I - dtugos¢ tworzacej stozka, Wowcezas [=10—r » >0, I>r. Wyznaczamy objeto$¢ stozka w

zaleznoéci od r. Poniewaz 1 - ém,z . h, gdzie h=\/12 _— , Wiec V(r):%?trz -\/(10—r)2 = )
czyli V(r):gv 100r* -20r° . Z zatozer r>0, I>r wynika, ze dziedzing funkcji V jest prze-

dziat (0, 5). Poniewaz funkcja y :gaf; » x>0, jest rosnaca, wiec funkcja y :gﬁ f(r) bedzie

przyjmowac najwicksza wartosé wtedy, gdy funkcja f(r)=100r4-20r5, gdzie re (0, 5),
bedzie miata najwigksza wartoscé. Funkeja f jest ciggta i rézniczkowalna, Wyznaczamy po-
chodna funkcji f (5.17), (5.18b): f/(r)=400r~100-* = 100r*(4-r), re(0,5). Wowczas flr)=0e&r=4 (bo r>0).
Wiowczas f '(r)> Oe=re (0, 4) oraz f ’(r)< Oere (4, 5). W przedziale (0, 4) funkcja fjest rosnaca, za§ w przedziale (4, 5)

jest malejaca; stad dla r=4 funkcja S ma maksimum lokalne, ktére jest jednoczesnie warto$cig najwigksza funkcji f; wtedy
objetos¢ stozka jest najwieksza. (Zamiast bada¢ monotonicznosé funkeji fmozna byto obliczy¢ granice funkcji fna koricach
przedziatu - zobacz rozwiazanie zadania 5.52).

5.57. (11.6R, 11.2G, 1.3P)
Niech V oznacza objetosé walca, V =1dm? ; ' - promien podstawy walca, h - wysoko$¢ walca. Wowcezas mre-h=1 , skad

hz—l-E, r>0. Wyznaczamy pole P powierzchni catkowitej walca w zaleznosci od P(r):2nr2+2m-'—~1?, czyli
r i

P(r}= 2mr? +E, gdzie re (0,+ oc). Funkcja P jest ciggha i rézniczkowalna, Obliczamy pochodna funkciji P: P’(r)= 4Trr—-2? "
r r

3_
skad P'(r) = 4Lr2%_2 , € (0,+00) , Mianownik otrzymarnego wyrazZenia jest dodatni; z wlasnogci funkcji y=x° wynika, ze
r

Plr)=0er= ?}51_ ; Plr)<oere [0, 31}2—1~J oraz P(r)>0esre [31f2—1—,+ oo] - Funkcja P jest malejaca w przedziale
bl 1 s
1. ; 1 y 3 1 - , 1
0,3/— | irosnaca w przedziale |3 S+ Fee . Funkcja Pw punkcie r,, =3/— ma minimum lokalne, réwne P|3— |,
2m 2n 2n PALS

ktére jest jednoczesénie wartoscig najwieksza funkcji P. (Zamiast badaé monotonicznos¢ funkcji ¥ mozna byto obliczyé

granice jednostronne tej funkcji na koricach przedziatu- zobacz rozwiazanie z. 5.52). Mamy %<2—1~<—§-. Z wilasnoéci
10

pierwiastkéw otrzymujemy #It: #i < 13f~8— , cZyli 2 < 31}}— < 2 . Zatem 0,5< 31}i <0,7. Promien podstawy puszki o
8 2n 27 2 2w 3 2m

najmniejszej powierzchni catkowitej jest réwny 31f2i dm, zatem jest wiekszy od 5 cm imniejszy od 7 cm, ck.d.
T

5.58.  a)dla 20 par, 120 zt na pare b) dla 32 par; 95,25zt na parg; koszt catkowity to 3048 zt (11.6R)

a) W rozwigzaniu zadania skorzystamy z rachunku pochodnych; w tym celu wzér funkcji y=K (x) rozpatrujemy
W przedziale (10, 100) -Wyznaczamy najmniejszg wartos¢ funkeji y=K (x) - zobacz rozwigzanie zadania 5.50. Mamy

K'(x)=4x - 320200 » ¥€(10,100); K'(x)=0 & x=20; K(20)=2400 . Ponadto K(10)=3400, K(100)=20320. Zatem liczba
X

2400 jest wartoscig najmniejszg funkeji y=K (x) Koszt zorganizowania balu jest najmniejszy dla 20 par. Wtedy Sredni
koszt przypadajacy na jedna pare jest réwny 120 zt,
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K(x)

b) Funkcja S(x)=——- opisuje sredni koszt zorganizowania balu przypadajacy na jedna pare. Szukamy najmniejszej
X
00
wartodci funkeji Sx):2x+322 0 w przedziale (10,100). Mamy S(10)=340, $(100)=2032. S’(x):2—640300,
X X

xe (10,100). Zatem §'(x)=0 < x=2034 ; §'(x)>0 < xe (2 ¥4, 100) i S(x)<0exe (0, 20%). W punkcie 2034 funkcja
S ma minimum lokalne, réwne S, (2 034 )= 603/4; ponadto 6034 <203,2<340. Liczba 6034 jest wartoécia najmniejsza

funkeji S. Poniewaz liczba par (x) jest liczba catkowita, wiec obliczamy: 2034 =31,7; S(31)=9530; 5(32)=95,.25. Sredni
koszt zorganizowania balu przypadajacy na jedng pare jest najmniejszy dla 32 par i wynosi 95,25 zt . Wéwczas catkowity
Koszt zorganizowania balu to 32-95,25 (z}), czyli 3048 zt.

dv'2 2
5.59.  Tréjkat o bokach dhugosci %, %, Tf i P :% . (11.6R, 11.1R, 7.4P)
I spos6b - Oznaczamy przez x dtugo$¢ cigciwy. Wéwezas wysoko$é tréjkata poprowadzona na te cieciwe jest réwna

[2 2
X %m%— Niech P(x) bedzie polem tréjkata rdwnoramiennego, okreslonym w
2.2 L4
d h zaleznoéci odx. P(x)= %1/5-%— XT , x&(0,d). Poniewaz funkcja y = %\E , >0,
2 ; i . 9, . . i -

jest rosnaca, wiec funkcja y= ?} f(x) bedzie przyjmowaé najwieksza wartoéé dla

xd- 2
takiego argumentu, dla ktérego funkcja f (x): S5 M e Xe (0, d) , bedzie miata najwigksza wartos¢. Obliczamy (zobacz

(N XS 3 d d) d*
rozwigzanie zadania 5.52): f(x)=—2———x , xe(0,d); Flx)=0ex=—; lim P(x)= lim P(x)=0; P|—|=2-.

'JE x=0" x—=d” \E 8

2
Tréjkat réwnoramienny ma najwieksze pole réwne %; woweczas boki tréjkata maja diugosc % , 4 ﬂ

2" 2
1l sposéb - Oznaczamy kat miedzy ramionami tréjkata przez ¢ . Niech P(a)
oznacza pole tréjkata réwnoramiennego w zaleznoéci od @ . Wéwczas (7.5b)
otrzymujemy P(o:)=%d2 sina, @e(0°180°);P(e) przyjmuje najwieksza d
2
wartos¢ wtedy, gdy sina ma najwieksza warto$é, czyli wtedy, gdy sina=1, %
skad a=90°,
o2

5.60. trgjkat prostokatny réwnoramienny, P :T (11.6R, 11.1R, 7.1P)
I sposéb - Niech x oznacza diugo$¢ jednej z przyprostokatnych, P(x) jest polem trojkata okre$lonym w zalezno$ci od x.

Dlugoéé drugiej przyprostokatnej jest réwna vc?—x? wiec P(x)z%chzx2 =x*,
X . 1 SN

Xe [0, c) . Poniewaz funkcja y :wa; , £ >0 jestrosnaca, wiec funkcja y = = f(x) ma

e warto$¢ najwieksza w takim punkcie, w ktérym funkcja f (X)=CZX2-—X4, xe (0, c),
Vet —-X

przyjmuje najwigkszg wartoSC. Obliczamy (zobacz rozwigzanie zadania 5.52):

Flx)=2c2x—4x%, xe (0,¢); f'(x)=0@x=—€-- p[-C_J L i; lim P(x)= lim P(x)=0.Tréjkat prostokatny
X—=C¢

V2 )T A e
2
ma najwieksze pole réwne % ; wowczas przyprostokatne tréjkata maja dugosé %, % ; tréjkat jest prostokatny
2 2

réwnoramienny.

Il spos6b - Kreslimy pétokrag o Srednicy c. Jesli wybierzemy dowolne punkty na tym
potolkregu (rézne od koncéw S$rednicy) i potaczymy je z koficami $rednicy, to
otrzymamy wszystkie mozliwe tréjkaty prostokatne o przeciwprostokatnej ¢ (zobacz
(7.21b)). Spoéréd takich tréjkatéw najwicksze pole bedzie miat ten tréjkat, ktérego
wysoko$¢ opuszczona na przeciwprostokatna jest najdtuzsza, czyli réwna 0,5c
Wéweczas tréjkat jest réwnoramienny, a jego pole wynosi 0,25¢2
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111 sposéb - Oznaczamy przez a:kat ostry tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej c. Wéwczas przyprostokatne maja
dhugos¢ c-sine i c-coser. Niech P(¢r) oznacza pole takiego tréjkata wyraZone w zaleznosci od ¢z Mamy

¢ c?
Pla)= ra sine-coser, czyli Pla)= T
wtedy, gdy sin2¢r ma najwiekszg warto$¢, czyli wtedy, gdy sin2er=1, skad a=45°.

-sin2er (zobacz (6.7a)), gdzie ae (0° 90°). P(¢) przyjmuje najwieksza warto$é

5.61. tréjkat prostokatny réwnoramienny o bokach diugosci: (2+v2)r, 2+v2)r, 2+2V2)r (7.2P, 2.6R, 11.6R)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Odcinki wyznaczone przez wierzchotki
trojkata prostokatnego i przez punkty stycznoéci okregu z bokami tréjkata maja
odpowiednio dlugosci: x, y, r. Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

2 2R
(x+rf+(y+rf=(x+yP, skad y=""T x>r. Zatem x+y="""" Szukamy
x-r X—r
2, 2

najmniejszej wartosé funkeji f(x)== I edzie xe (r,+o0). Obliczamy (5.18e):

2 2
Fl)=XZ2% T | xe(r,+0). Wowczas (zobacz rozwiazanie zadania 5.52) mamy: f’{x):O@x:(HJE)r;

(x~rf
f(x)<0exe (r, r+ rﬁ) ; flx)>0exe (r + rJE,«s—w). Zatem w punkcie (1 + \E)r funkcja f ma minimum lokalne, ktére

jest najmniejsza wartoscig tej funkcji. Wéwczas y = (1+~/E )r . Tréjkat prostokatny o najkrotszej przeciwprostokatnej jest
tréjkatem réwnoramiennym.

5.62. Kwadrat o boku 2R (7.1R, 11.1R, 11.6R)

2
I sposob - Oznaczamy diugosci podstaw trapezu przez 2a i 2b. Wowczas (zobacz zadanie 7.34) R*=ab, skad b=R—.
a

2
Niech P(a) oznacza pole trapezu w zaleznosci od a; P(a):[a +£—}-2R, ac (0,+). Zatem
a

a—=0" a—>+oo

2
P’(a)_(l—R—z]-ZR, ae(0,+=); Pla)=0ea=R; lim P(a)= lim P(a)=+w; P(R)=4R*
a

(zobacz rozwigzanie zadania 5.52). Pole trapezu jest najmniejsze wtedy, gdy a=R, czyli
wtedy, gdy trapez jest kwadratem.

[l sposéb - Oznaczamy diugosci podstaw trapezu przez 2a i 2b. Woweczas pole P trapezu moZemy zapisaé w postaci
P= (a+ b)- 2R . Pole P bedzie najmniejsze wtedy, gdy suma a+b bedzie najmniejsza. Ze wzordw (1.17a) i (1.17b) wynika,

ie 4ab+(a—bY =(a+bf. Wiemy, ze R* =ab, zatem 4R? +(a—b)* =(a+b) . Suma (a-+b) bedzie najmniejsza wtedy, gdy
warto$¢ wyrazenia (a +b)2 bedzie najmniejsza (bo a+b> 0); czyli wtedy, gdy warto$¢ wyrazenia (cx—b)2 bedzie
najmniejsza ( 4R? jest stalg), czyli wtedy, gdy a=».Zatem trapez o najmniejszym polu jest kwadratem, a=b=2R.

11l sposéb - Oznaczamy diugosci podstaw trapezu przez 2a i 2b. Wéwczas pole P trapezu mozemy zapisa¢ w postaci
P=(a+b)-2R . Oznaczamy a+b przez c. Mamy wowczas P(c)=2R-c, gdzie ce (2R, +) . Funkcja P jest funkcja liniowa o
dodatnim wspétczynniku kierunkowym (2R) , zatem jest to funkcja rosnaca. Najmniejsza wartos¢ bedzie wiec przyjmowaé
dla najmniejszego argumentu, czyli wtedy, gdy ¢ =2R .

5.63. 2ab (11.6R)

Przez punkt P(a, b) prowadzimy prosta y—b=m(x—a), m<0 (zobacz (8.13)). Wyznaczamy wspdirzedne punktéow

am-—b

przeciecia prostej z osiami uktadu wspétrzednych: A(0, b—am), B( ,0]. Niech p(m) oznacza pole tréjkata AOB

2
—20% m? -
—m*a® + 2abm—b* , a*
w zalezno$ci od m, Wéwczas p(m): - , gdzie me (-0, 0); p(m):ﬁ__, me (—es,0);
m 4m

pm=0em=""; p[_—bJ =2ab.Poniewaz lim p(m)= lim p(m)=+es,wiec 2ab jest wartoécig najmniejsza funkcji p
a a m—»- m—0

(zobacz rozwigzanie zadania 5.52). W takim razie . ; A(0,2b), B(2a,0); to znaczy (8.2), ze punkt P(a,b) jest
a

§rodkiem odcinka AB, c.k.d.
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5.64. (a+b) (11.6R, 7.4P)
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Punkt P oznacza oko obserwators; A
|AB|=aq, BCI =b, IACPAI =a, JZCPB[ =f, y=c~ . Reklame bedzie wida¢ najlepiej z

tego miejsca, w ktérym kat ¥ bedzie najwiekszy, co jest réwnowazne temu, Ze tangens
tego kata bedzie najwiekszy. Korzystamy ze wzoru na tangens réznicy katéw:

—1
tg?=tg(a’-ﬂ)=M_AIe tga:ELbJ tg =£,stqd B
1+tge-tgf X X
a+b b
- X X _ a P ¥ :
tgy= o (@ib)pb Dalej mozemy postapi¢ na dwa sposoby:
I+——.= x4+
X X X
I sposéb - Korzystamy z rachunku pochodnych. Badamy, w jakim punkcie funkcja p ﬂ- C
a ax
f@)z———, cayli flx)m—o—t gdzie xe (0,+oo) przyjmuje wartoé¢
" +__(£{+,ff)‘_1?_ x2+(a+b)b
b'¢

najwigksza. Funkcja f jest ciggha i rézniczkowalna. Korzystamy ze wzoréw (5.18) i (5.17) do obliczenia jej pochodne;j:
2

i —ax” +(a+b)ab

if (x}: _ﬁ(—l__
(x2 +(a+b)b)2
Wéwecezas f(x)>0< xe ( .+ (a +b)b), Fx)<0exe (1¢'(a+ b)b,+ oo). Zatem (5.26) funkcja f ma w punkcie +/(a+b)b

maksimum lokalne. Z monotonicznoéci funkeji fwynika, ze wyznaczone maksimum jest takze warto$cig najwieksza funkciji

f(zobacz rozwiazanie zadania 5.52), przyjmowang dla argumentu x=+/(a+b)b .

, gdzie xe (0,+oo). Nastepnie wyznaczamy punkt krytyczny (5.25): f(x)=0&x=4(a+b)b .

Il sposob - Wystarczy wyznaczyéliczbe x, xe (0,+ w) , dlaktérej wyrazenie x +(a—-'--£l)E ma wartos¢ najmniejsza (bo funkcja
X

2
fprzyjmuje tylko wartosci dodatnie). Oznaczmy (a+b)b przez d? (d b 0) -Rozpatrujemy wyrazenie x +d—- . Z nieréwnoéci
b'¢

d* d?
x—d)f =0 nika, ze x%+d? >2xd; skad x+—2=2d (bo x>0). Zatem najmniejsza warto$¢ wyrazenia x+— (jest
wy ¥ X

réwna 2d ) jest przyjmowana wtedy, gdy x=d , czyli x=+/(a +h)b .
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