Wektory - powtdrzenie z 1.klasy
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Musimy umieé:
. . - . —_
@ majac dwa punkty A i B, wyznaczyé wektory AB i BA,
° majﬁdany punkt A i wektor v, wyznaczy¢ punkt B taki, ze AB =V
lub BA =V,
@ majac dane wektory i V z parametrem, wyznaczy¢ parametr tak, by
podane wektory byty réwne, przeciwne, réwnolegte,

@ obliczy¢ dtugos¢ danego wektora,

@ obliczy¢ kat miedzy dwoma niezerowymi wektorami.
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-
Wektory

O wektorach najprosciej myslec jak o instrukcji (poleceniu).
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-
Wektory

O wektorach najprosciej myslec jak o instrukcji (poleceniu).

Wektor v = [1, 2] to instrukcja: idZ o jeden w prawo (zwieksz wspdtrzedna
x 0 1) iidz o dwa do géry (zwieksz wsp6trzedng y o 2).
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-
Wektory

O wektorach najprosciej myslec jak o instrukcji (poleceniu).

Wektor v = [1, 2] to instrukcja: idZ o jeden w prawo (zwieksz wspdtrzedna
x 0 1) iidz o dwa do géry (zwieksz wsp6trzedng y o 2).

Wektor o = [3, —1] to instrukcja: idZ o trzy w prawo (zwieksz wspbtrzedna
x 0 3) iidz o jeden w d6t (zmniejsz wspdirzedna y o 1).
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-
Wektory

Ten spos6b myslenia od razu sugeruje, ze wektor taki, jak V = [1,2] nie
ma jednego okreslonego miejsca w uktadzie wspdtrzednych.
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-
Wektory

Ten spos6b myslenia od razu sugeruje, ze wektor taki, jak vV = [1, 2] nie
ma jednego okreslonego miejsca w uktadzie wspdtrzednych.

Jesli przytozymy ten wektor do Srodka uktadu wspétrzednych, to bedzie on
wskazywat punkt (1,2), ale jesli przytozymy go do punktu (3,5), to
wskaze punkt (4,7).
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-
Wektory

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego z
nich do drugiego. Dla punktéw A i B, wektor AB to bedzie wektor
prowadzacy z punktu A do punktu B. Natomiast wektor BA to wektor
prowadzacy z punktu B do punktu A.
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-
Wektory

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego z
nich do drugiego. Dla punktéw A i B, wektor AB to bedzie wektor
prowadzacy z punktu A do punktu B. Natomiast wektor BA to wektor
prowadzacy z punktu B do punktu A.

Dla danych punktéw A(xa, ya) oraz B(xg, yg), mamy nastepujace wektory:

N
AB = [xg — xa,¥B — YA

.
BA = [xa — xB, YA — yB]
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 6 /22



-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA

AB=[-1-3,2—1] =[-41]

Zinterpretujmy ten wynik: by doj$¢ z punktu A do punktu B musimy i$¢ o
4 jednostki w lewo (zmniejszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke do
gory (zwiekszyé wspdtrzedna y o 1).
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA

AB=[-1-3,2—1] =[-41]

Zinterpretujmy ten wynik: by doj$¢ z punktu A do punktu B musimy i$¢ o
4 jednostki w lewo (zmniejszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke do
gory (zwiekszyé wspdtrzedna y o 1).

=B-(-1),1-2]=[4-1]

By dojs$¢ z punktu B do punktu A musimy i$¢ o 4 jednostki w prawo
(zwiekszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke w dét (zmniejszyé
wspotrzedng y o 1).
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
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-
Przyktad 1

L, — —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
Pamietajmy, ze nie musimy na site stosowaé wzoréw. By dojs¢ z A do B

musze zmniejszy¢ wspdtrzedna x o 4, a wspdtrzedna y zwiekszy¢ o 1. To
przektada si¢ na wektor [—4, 1]
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-
Przyktad 1

L, — —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
Pamietajmy, ze nie musimy na site stosowaé wzoréw. By dojs¢ z A do B
musze zmniejszy¢ wspdtrzedna x o 4, a wspdtrzedna y zwiekszy¢ o 1. To

przektada si¢ na wektor [—4, 1]

Analogicznie, by dojs¢ z B do A, trzeba zwiekszy¢ pierwszg wspdtrzedng o
4 i zmniejszy¢ druga o 1, co daje wektor [4, —1].
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Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
—>

AB
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Przyktad 2

Dan
RN

ny jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech B(xg, yg), wtedy:

xg—2=3
yg —3=-1
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Przyktad 2

Dan
RN

ny jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech B(xg, yg), wtedy:

xg—2=3
yg —3=-1

Otrzymujemy xg = 5 oraz yg = 2, czyli B(5,2).
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-
Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
—
B =

>
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-
Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B=v.

>

Prostsza interpretacja jest nastepujaca: skoro /IB) = V, to znaczy, ze
wektor vV ma nas prowadzi¢ z punktu A do punktu B. Startujac z A(2, 3)
mamy zwiekszy¢ wspdtrzedng x o 3 i zmniejszy¢ wspbtrzedng y o 1.
Otrzymujemy B(5,2).
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Przyktad 3

Dany jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
—>

AB

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 10 / 22



Przyktad 3

Dany jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
—>

AB

Mozemy utozyé réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

].—XA:].
5—ya=-2
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Przyktad 3

Dan
—_

ny jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
B =

>

Mozemy utozyé réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

].—XA:].
5—ya=-2

Otrzymujemy x4 = 0 oraz y4 = 7, czyli A(0,7).
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Przyktad 3

Dany jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
—>

AB

Mozemy utozyé réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

1-— XA = 1

5—ya=-2
Otrzymujemy x4 = 0 oraz y4 = 7, czyli A(0,7).
Zastandw sie nad prostsza interpretacja tego zadania.
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-
Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:
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-
Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,
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-
Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,

przeciwne, gdy v, = —uy oraz v, = —uy,
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Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,
przeciwne, gdy v, = —uy oraz v, = —uy,
réwnolegte, gdy istnieje liczba rzeczywista p taka, ze vy, = p X uy oraz

Vy = p X Uy.
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-
Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 12 / 22



-
Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.

Rozwigzujemy uktad réwnan

2m—3 = —n
3m=—(n—5)
Batory 3LO
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-
Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.

Rozwigzujemy uktad réwnan

2m—3=-—n
3m=—(n—5)
Otrzymujemy m = 2 oraz n = —1.
Batory 3LO
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-
Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.
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Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.

Rozwiagzujemy uktad réwnan

2=px(—4)
k=pxl1

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 13 / 22



Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.

Rozwiagzujemy uktad réwnan

2=px(—4)
k=pxl1
Otrzymujemy k = —%.
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Dtugos¢ wektora

Dtugos$¢ danego wektora v oznaczamy |V| i obliczamy z twierdzenia
Pitagorasa:

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 14 / 22



Dtugos¢ wektora

Dtugos$¢ danego wektora v oznaczamy |V| i obliczamy z twierdzenia
Pitagorasa:
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-
Przyktad 6

Oblicz dtugo$¢ wektora v = [2, —1]
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-
Przyktad 6

Oblicz dtugo$¢ wektora v = [2, —1]

V| = /22 +(-1)2=V5
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1).
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1). Znajdujemy wektor

—
AB = [1,4] i obliczamy jego dtugosé¢
AB| = V12 + 42 = V17
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1). Znajdujemy wektor

—
AB = [1,4] i obliczamy jego dtugosé¢
AB| = V12 + 42 = V17

Oczywiscie zamiast wektora AB mogliSmy znalez¢ wektor BAi obliczy¢
jego dtugosc - wynik bytby ten sam.
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-
Kat miedzy wektorami

Majac dane dwa niezerowe wektory vV = [vy, v, ] oraz i = [uy, u,] kat «
miedzy tymi wektorami spetnia:

Vil + vy Uy, sino — |veuy — vy Uy

coso =
[v]ul [vi]ul

Wzory te s3 wyprowadzone w podreczniku. Cosinus tatwo wyprowadzamy
z twierdzenia cosinuséw, a sinus z jedynki trygonometrycznej (gdy juz
mamy cosinus).
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-
Kat miedzy wektorami

Majac dane dwa niezerowe wektory vV = [vy, v, ] oraz i = [uy, u,] kat «
miedzy tymi wektorami spetnia:

VxlUx + vyu . Vxly — Vyu
Viclx + Vyly sina — [ty = Vylx|

coso =
[v]ul [vi]ul

Wzory te s3 wyprowadzone w podreczniku. Cosinus tatwo wyprowadzamy
z twierdzenia cosinuséw, a sinus z jedynki trygonometrycznej (gdy juz
mamy cosinus). Wazna uwaga: kat miedzy dwoma wektorami moze mie¢
warto$¢ od 0 do 180°, w zwigzku z tym wzdr na sinus nie pozwoli go nam
jednoznacznie wyznaczy¢ (np. sina = % ma dwa rozwigzania w przedziale
(0,180°), sa to 30° oraz 150°). Lepiej zawsze policzy¢ ten kat ze wzoru na

cosinus.
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-
Kat miedzy wektorami

Mite konsekwencje wzoréw na kat:
Dwa wektory sg prostopadte, jesli kat miedzy nimi wynosi 90°.
Wiemy, ze cos90° = 0, stad otrzymujemy:
VxUx + Vy Uy
vyl

=0
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-
Kat miedzy wektorami

Mite konsekwencje wzoréw na kat:
Dwa wektory sg prostopadte, jesli kat miedzy nimi wynosi 90°.
Wiemy, ze cos90° = 0, stad otrzymujemy:
VxUx + Vy Uy
vyl

=0

czyli:
Vxly + vyu, =0
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-
Kat miedzy wektorami

Mite konsekwencje wzoréw na kat:
Dwa wektory sg prostopadte, jesli kat miedzy nimi wynosi 90°.
Wiemy, ze cos90° = 0, stad otrzymujemy:

VxUx + Vy Uy —0

[v]]ul

czyli:
Vxly + vyu, =0

Mamy wiec:
Dwa niezerowe wektory vV = [vy, v, | i 0 = [uy, u,] s3 prostopadfe, jesli

VxUx + vyu, =0

Tomasz Lechowski Batory 3LO 12 listopada 2019 18 / 22



-
Kat miedzy wektorami

Druga mita konsekwencja wzoréw na kat:
Dwa wektory sg réwnolegte, jesli kat miedzy nimi wynosi 0° lub 180°.
Wiemy, ze sin0° = sin 180° = 0, stad otrzymujemy:

[Vaclly — vy Ux] -0

[vi|ul
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-
Kat miedzy wektorami

Druga mita konsekwencja wzoréw na kat:
Dwa wektory sg réwnolegte, jesli kat miedzy nimi wynosi 0° lub 180°.
Wiemy, ze sin0° = sin 180° = 0, stad otrzymujemy:

[Vaclly — vy Ux] -0

[vi|ul

czyli:
Vxly — Vyuyx =0
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-
Kat miedzy wektorami

Druga mita konsekwencja wzoréw na kat:
Dwa wektory sg réwnolegte, jesli kat miedzy nimi wynosi 0° lub 180°.
Wiemy, ze sin0° = sin 180° = 0, stad otrzymujemy:

[Vaclly — vy Ux] -0

[vi|ul

czyli:
Vxly — Vyuyx =0

Mamy wiec:
Dwa niezerowe wektory vV = [vy, v, | i 0 = [uy, uy] s3 réwnolegte, jesli

Vxlly — vyuyx =0
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Wyznacznik wektoréw

To wyrazenie viu, — v, u, powinno si¢ nam wydawa¢ znajome. Nazywamy
je wyznacznikiem wektoréw v i i
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Wyznacznik wektoréw

To wyrazenie viu, — v, u, powinno si¢ nam wydawa¢ znajome. Nazywamy
je wyznacznikiem wektoréw v i i

Mamy v = [vy, vy] oraz u = [uy, uy]. Wyznacznik wektoréw vV i &
oznaczamy det(V, ) (od angielskiego determinant) i zapisujemy:

Lo e v
det(v, d) = Y| = vty — vyuy
ux uy,
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Bardzo prosze to wszystko dobrze przestudiowaé! Dodatkowo strony
186-197 z podrecznika i zrobi¢ zadania z czesci "sprawdz, czy rozumiesz”
ze stron 191 i 197.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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