TROCHETEORIl | TWIERDZENIA PRZYKEADY

Kat wpisany
B=1r
Jezeli kat wpisany i kat Srodkowy oparte s3 na tym samym tuku, to mia- el
ra kqta Srodkowego jest dwa razy wieksza od miary kata wpisanego. i 5”’5400""3'
af ey
aylicv =20
Katy wpisane, oparte na tym samym fuku, s3 réwne.
Mozemy réwniez uogdlnic, ze katy wpisane oparte na tukach tej samej s
dtugosd majq te same miary.
; : 2 a =9
Kat wpisany, oparty na potokregu, jest katem prostym. 8
=90
¥ =90°
Katy Srodkowe oparte na tukach tej samej dfugosci maja te same miary. =4
Kat @ miedzy stycznq a cieciwa okregu poprowadzong z punktu
stycznosdi réwny jest katowi wpisanemu opartemu na tuku zawartym a=
miedzy ramionami kata « i potowie kata srodkowego opartego na tym
samym fuku. B=1a

B STYCZNA

OKRAG OPISANY NA CZWOROKACIE OKRAG WPISANY W CZWOROKAT ,

Na czworokacie mozna W czworokat wypukly mozna
opisac okrag wtedy wpisac okrag wtedy i tylko
i tylko wtedy, gdy sumy miar wtedy, gdy sumy dtugosc
jego przeciwlegtych katow A jego przeciwlegtych hokdw
wewnetrznych sa rdwne 53 réwne:
180°:

a+c=b+d

at+y=p8+0=180



Dziat 8

CHARAKTERYSTYCZNE ODCINKI | PUNKTY W TROJKACIE

SRODKOWA

b=
[

1
Z|AB Z|AB
5 18] a8

Przeciecie Srodkowych jest Srodkiem ciezkosci tréjkata (barycen-

trum).

WYSOK0S(¢

Proste zawierajace wysokosd przecinajq sie w jednym punkcie,

ktdry nazywamy ortocentrum.

c d

Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi réwnolegtymi,
to odcinki wyznaczone przez te proste na jednym ramieniu kata sg
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw na drugim ramieniu.

SR a_ b
e B u =

CECHY PRZYSTAWANIA TROJKATOW — TWIERDZENIA

DWUSIECZNA

Przecigcie dwusiecznych jest Srodkiem okregu wpisanego w trojkat.

SYMETRALNA

& T

-

~|AB
51

Przecigcie symetralnych jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie.

TWIERDZENIE ODWROTNE DO TW. TALESA

k I m
FL—
I/E‘ L :
D
A B c G

Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi oraz odcinki wyznaczone
przez te proste na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne do odpowied-
nich odcinkow na drugim ramieniu, to te proste s3 riwnolegfe.

Jedli

Lo, Lol e, | _jac

|DE] ~ [BC| \™" [EF]  JGe|” " |EF|

ki I'sq rownolegte (lub proste k, /i m s3 réwnolegte, lub proste /im

) to proste

s réwnolegte).

CECHA bbb Dwa trojkaty s przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie boki 53 tej samej dtugosci: a = x, b =y, ¢ = 7. A A
C 4
CECHA bkb Dwa tr6jkaty sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie dwa boki 53 tej samej dtugosci oraz kat pomlgdzytyml A ﬁ

bokami ma te sama miare: ¢ =

x,b=y,a=p



Dowedy geometryczne

CECHA kbk Dwa trojkaty sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy odpowied-
nie dwa katy sq tej samej miary oraz hok przylegty do obu % o3 &
katow jest tej samej dtugosci: @ = 8,7 = 6, a = x. 5

Informacje o tréjkatach przystajacych ABC i A'B'C” zapisujemy nastepujaco: AABC =AABC.

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW — TWIERDZENIA

CECHA bbb Dwa trojkaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie

boki s3 proporcjonalne (lub stosunki odpowiednich bokdw sa

state): 'ﬁ =y %

CECHA bkb Dwa trojkaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie
dwa hoki s3 proporcjonalne oraz kat pomiedzy tymi bokami ma

te sama miare: % = yoara = H.

CECHA kk Dwa tréjkaty s podobne wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie
katy sq tej samejmiary: @ = 3,7 = 6.

D
AN

Informacje o trdjkatach podobnych ABC i A'B'C’ zapisujemy nastepujaco: AABC ~A AB'C.

TROJKAT ROZNOBOCZNY

WZOR NA POLE POWIERZCHNI: WZOR NA OBWOD:
e 1 O=at+b+c

= jﬂ -h
P %absm y INNE WAZNE INFORMACJE:

e ; _ p — potowa ohwodu
P=2R"sina sinf3-siny r — promieri okregu wpisanego w tréjkat
P 113?( R — promien okregu opisanego na tréjkacie
P=pr
P=yp(p—a)p—b)(p—0)
wzor Herona

TWIERDZENIE SINUSOW TWIERDZENIE COSINUSOW
a b C

p AR
4 - 9 . L _—9p a'=b"+c —2bceosa
ha g WY b= a’+ = 2accos 8

d=a"+b*—2abcosy

TROJKAT ROWNOBOCZNY

WZOR NA POLE POWIERZCHNI: INNE WAZNE INFORMACIE:
5 s
P= if4£ h= i‘-éi; h — wysokosc¢ trojkata
: : /3
WZOR NA OBWOD: e %; 1 — promien okregu wpisanego
0=3a w tréjkat
ay/3
R = ==~ R — promien okregu opisanego
na trojkacie
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TROJKAT PROSTOKATNY

A WZOR NA POLE POWIERZCHNI: INNE WAZNE INFORMACJE:
;] r p= %a b a*+ b* = ¢ twierdzenie Pitagorasa
, , tEh=c. s :
B e WZOR NA OBWOD: r = =5, r — promieri okregu wpisanego
0=a+b+c w trdjkat

k= %, R — promien okregu opisanego na tréjkacie

Dany jest prostokat ABCD. Okregi o srednicach AB L. =
i AD przecinaja sie w punktach A i P (zobacz rysunek).
Wykaz, ze punkty B, P i D sg wspétliniowe.

DOWOD 241

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

17 Rysujemy kat DPA. Jest on oparty na srednicy AD okregu, wiec jest katem D
prostym.

2° Rysujemy kat BPA. Jest on oparty na srednicy AB okregu, wiec jest katem prostym.

3° Dorysowane katy proste s3 katami przylegtymi, wiec tworza w sumie kat 180°. £ \/ B
4°Wynika z tego, ze punkty B, P i D sq wspatliniowe.




Dowody geometryczne

DOWOD 242 n Wokrag o srodku § wpisano tréjkat rownoramienny -

ABC, gdzie | AC| = | BC | {zobacz rysunek). Udowodnij,
e | <LASB| = 4] <1 CBS .

! A B
I

' PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

i 1°Niech: | SA| = | SB|=|SC| = r, & — kat rodkowy, 7 — kat wpisany. <

'i: 2°Jedli | AC|=|BC |oraz | AS | = | (S| = | BS | = r,to AASC i ABSC 53 przystajace. Ah

Oba te trojkaty sa réwnoramienne, wiec ich katy przy podstawach majq te same miary 5‘
rowne /5. }’ &\

3°Z twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym: A B
=2y - a=2AB+pB) - a=228) — a=148

4" Otrzymalismy prawdziwg zalenosc | <CASB | = 4| <1 (BS .
DOWOD 243 n Dany jest osmiokat foremny ABCDEFGH wpisany
w okrag o srodku S. W osmiokgcie poprowadzono
przekatne AC i BH , ktdre przeciety sie w punkcie 0
{patrz rysunek). Wykaz, ze | <CCOH | = | <CABC|.

PRIYKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy, Zaznaczajac poszczegalne katy.

2° Obliczamy sume katdw wewnetrznych osmiokata foremnego ze wzoru: S=(8—12)-180° = 6-180° = 1080°
(n—2)-180°, gdzie n oznacza liczhe hokow wielokata.

3° Obliczamy miare kata ABC. | <CABC | = % -1080" = 135°

4”Kat BCA jest katem wpisanym opartym na tym samym fuku co kat Srodkowy ASB. | <LBCA| = %\ JASB| = ;_—% 360° = 22,5°

| LBCA | =|<CBAC| = | <CABH |= 22,5°
5° Mozemy wiec obliczy¢ miare kata A0B z sumy katéw w trojkacie. |<CAOB|=180° —2-22,5° = 180° — 45° = 135°
6°Kat AOB oraz kat COH s3 katami wierzchotkowymi, wiec maja rowne miary. | <LA0B|=|<LCOH | = 135°

7°Katy ABC i COH maja wiec rowne miary, czyli | <CCOH | = | <TABC |,
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DOWOD 244

(zworokat ABCD wpisano w okrag. Bok AB
jest srednica tego okregu. Udowodnij, ze
|ACP+|BCF=|ADF +|8DP.

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Skoro AB jest $rednica, to katy ADB i A(B sa proste, a trojkaty AABD oraz AABC D

sg prostokatne.

2° Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wynika, ze: [ AD [ +|BD ' = | AB* i |AC]*+| BC ! =| ABE, wiec | AC +|BC P =| ADF + | 8D .

DOWOD 245 n

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Dany jest czworokat wypukly ABCD o réznych dugosciach bokdw. Wiedzac, ze przekatne tego czworokata sa
prostopadte, udowodnij, ze | AB [* +| (D > =

|BCF+|ADP.

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Niech: | AS|=q,|BS|=b,|C5|=¢,|DS|=4d.

2% Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w ACDS | 2AABS.
3°0trzymane wartosc podstawiamy do lewej strony réwnania.

4° Mozemy zauwazy¢, ze na mocy twierdzenia Pitagorasa
a*+d*=|AD} oraz b+ 2 = |BC P.

5°W ten sposéb otrzymaliémy prawa strone rdwnania.

| ABF = o* + 6% oraz |} = & + ¢
L=|MB+|OF =+ +F+d =
:ﬂ'2+d2+b2+f2:

—_— —_—

|} |ecf
=|ADE+|BCP =P

DOWOD 246

PRZIVKLADOWE ROZWIAZANIE

Dany jest prostokat ABCD idowolny punkt K potozony we wnetrzu prostokata.
Wykaz, ze | AK [ +| ck | = | BK | +]| DK .

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Niech: [DM|=a=|AL||(M|=b=|BL|,|LK|=c,|kM|=4d.

2° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w A AKL i ACMK .
3° Otrzymane wartosci podstawiamy do lewej strony réwnania.

4° Mozemy zauwazyc, ze na mocy twierdzenia Pitagorasa
a*+d* =| Dk [ oraz b2+ & = | BK .

57W ten sposdb otrzymalismy prawg strone rownania.

D a M b C
g
K
1
ci
3|
A a L b B

AP =d*+ P oraz| K P = &+ b
L=[AKP+ K=+ +d + b =

=@+l +p+c =
[ —— ——
lokf - |ekE

=Dk} +|BK[ =P
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Dowody geometryczne

DOWOD 247 n Trapez rownoramienny ABCD o podstawach AB i (D jest opisany na okrequ o promieniu r. Wiedzac, 7e | AB| = a
i|D|=b,wykaz, ze 4 = ab.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Niech: | DE|=h=2r,|AB|=a,|(D|=b,|AD| =|BC| = c.

2° Zauwazmy ponadto, 7e | AF | = 2 ; 3

3° Korzystamy z whasnosci czworokata opisaneqo na okrequ.

4° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w 2AAFD.

5% Podstawiamy odpowiednie wartosci, wykonujemy dziatania
i porzadkujemy réwnanie, wyznaczajac wartos¢ 4r°,

X=a+b, ayli |AD|=c= “.'erib

|ADF =|DEP+|AEP

(552 =@p+(e7?)

2 2 2 2
a+2ab+b a-—2ab+b
S =t 1
2 _ Aab
it ==y
4" = gb
DOWOD 248 n Dane s dwa styczne zewnetrznie okregi
0 promieniach R i r, ktore jednoczesnie
sq styczne do prostej k w punktach Ai B
(zobacz rysunek).
.. | AB|
Wykaz, ze /Rr = 5. k
A B

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

2° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w ADEC i obliczamy dfugos¢
odcinka EC, ktdry jest réwny odcinkowi AB.

3° Przeksztatcamy réwnanie, wyznaczajac wartosé /Rr .

(R—rP+|ABE=(R+r)
R+ A+ BE=R + 2+ F

| AB [ = 4fr

|AB|=2,Rr
_ 48]

Vh="

DOWGD 249 n Dane sq dwa wspétérodkowe okregi o promieniach roznej dfugosc. W wigkszym okregu poprowadzono cieciwe tak,

e jest ona styczna zewngtrznie do mniejszego okregu. Wykaz, ze jesi dtugosc cieciwy wynosi a, to pole powierzch-
2

ni pierécienia zawartego miedzy tymi okregami wynosi GT:T.
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PRIYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.

A

27 Pole powierzchni pierscienia policzymy, odejmujac od pola kota wigkszego  p — g2 — 712 = 7(RR—r)
pole kota mniejszego. d

' . y 2_ 2, (ay
3° Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i wyznaczamy wartos¢ R — 2. R=r+ (7)
2

4% Podstawiamy wyznaczona wartos¢ i przeksztatcamy wyrazenie, aby PP
otrzymac 7adana wartosc.

DOWOD 250 n Dany jest tréjkat prostokatny. Na kazdym z bokéw
narysowano potokregi (zobacz rysunek). Wykaz, ze

pole zakreskowanych obszaréw, zwanych ksiezycami
Hipokratesa, réwne jest polu trojkata.

PRZIYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Na rysunku pomocniczym oznaczamy boki trdjkata. Promienie pétokregow
53 pofowami diugosd poszczegdinych bokdw tréjkata.

2° Mozna zauwazy¢, ze pole obu pétksiezycow obliczymy, jesli od sumy
pol obu potkoli opartych na przyprostokatnych tréjkata i pola tego tréjkata
odejmiemy pole potkola opartego na przeciwprostokatnej.

3°Wytaczamy liczhe % przed nawias.

4° Z twierdzenia Pitagorasa wiemy, ze: a> + b = ¢. Po podstawieniu za
d=a+b%i redukgji otrzymujemy warto$¢ pola tréjkata prostokatnego.

DOWOD 251 W prostokat wpisano trzy okregi o promieniu r wzajem-

nie styczne. Kazdy z okregdw jest styczny do jednego lub
dwach bokow prostokata (zobacz rysunek). Wykaz, ze
pole prostokata wynosi 4(2 + /3 ).

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Wykonujemy rysunek pomocniczy i wprowadzamy oznaczenia, faczac srodki
okregéw. Odcinki te tworza tréjkat réwnoboczny.
b T, ¥
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PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Dowody geometryczne

2° Mozna zauwazy¢, ze bok @ = 4r, abok b = 2r + h, qdzie h jest
wysokoscig tréjkata rownobocznego o boku 2r.

3° Obliczamy wysoko$¢ f, a nastepnie dtugosc boku b,

4° Obliczamy pole prostokata, otrzymujgc zgdang wartos¢.

b= er .
b=u+r/3=02+/3)r
Pm=a-b=4r-(2+/3)=402+./3)7

DOWOD 252

ze pole tréjkata wynosi 5¢°.

PRZIYKEADOWE ROZWIAZANIE

R W tréjkat prostokatny wpisano okrag o promieniu 7. Na tym samym trdjkacie opisano okrag o promieniu 2r. Wykaz,

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy. Jezeli wiemy, ze trdjkat jest prostokatny,

toc=2R=4dr.

2° Korzystamy ze wzoru na promieni okregu wpisanego w trojkat prostokgtny:

r="4 e bf i podstawiamy za ¢ = 4r.

3° Obliczamy potowe obwodu, podstawiajgc wyznaczone wartosci.

4° Obliczamy pole trojkata ze wzoru: P, = pr, otrzymujac zadana wartosc.

R=2 .
_atb—4& |
=225 |-2
A=atb—4r
a+b=6r
_atbtc_6r+ar  10r
P=""7 71
P Sror =57

powdp2s3 | R

* wodnij, 7e pole trojkata wynosi (2R +r)r.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

W trdjkat prostokatny wpisano okrag o promieniu 7. Na tym samym tréjkacie opisano okrag o promieniu R. Udo-

1°Wykonujemy rysunek pomacniczy z oznaczeniami.
Niech: a i b — przyprostokatne, ¢ — przeciwprostokgtna.

2° Korzystamy ze wzoru: P, = pr, gdzie p = %.
3°Korzystamy ze wzoru na promieni okregu wpisanego w tréjkat prostokgtny:

r= %, gdzie ¢ = 2R i wyznaczamy sume a -+ b.

4° Powracamy do wzoru na pole trojkata i podstawiamy wyznaczone wartosci.

5° Porzadkujemy wyrazenie, otrzymujac zgdang wartos¢.

Vi

_atb+c

Pﬁ—f-r
at+b—2R

=IEIL |

=ag+b—2R
atb=2+2R
B, B L I RIREIR
& 2 i 2 -
_ A t4R

5 r=(2R+r)r
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DOWOD254 | W prostokacie ABCD punkt K lezynaboku AB wtaki D c
sposb, 7e | AK | = , jest srodki

boku BC (zobacz rysunek). Wiedzac, ze | AD | = x L
i . - 1
' | (D] =y, wykaz, 76 Py = 5 Prpgep-
A K B
PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE
1°Niech: [AD|=|BC|=x i |AB|=||=y D c
. X
12
1
2 1 2"
A 2y K ly B
2° Aby obliczy¢ pole DKL, nalezy od pola prostokata odja¢ Paon = Pso = (Poaok t Pas + Pacor) =

pola trzech tréjkatow: AADK, ABKL T ACDL. Zauwazmy, ze: 1 2,11 1,11 )

——

KRyt gy Xty ogxy )=
K= 3y, K81 = 3y, 1181 = T 1c| = 1x. 27377237012
3° Porzadkujemy wyrazenie. =xy— (%xy + 11—2xy + %xy) =xy— %xy = %Xy = %xy =
o . . xa ; ] 1
4° Jauwazmy, ze P—ypp = Xy, WieC Prpy = 3 P = ngm
DOWOD 255 n W trjkacie ABC poprowadzono srodkowa (D, na C
ktOI’Ej zaznaczono punkt K (zobacz rysunek). Wykaz, ze
Pasc = Parsc
A D B

PRZVKtADOWE ROZWIAZANIE

1° Na rysunku wprowadzamy oznaczenia. c
Niech: | AB|=a,
h; —wysokos¢ trojkata ABC opadajaca na podstawe AB,
h, —wysokos tréjkata ABK opadajaca na podstawe AB. dhz o
A _Z_ D g B

1

2° Zauwazmy, Ze pole AAKC obliczamy, odejmujac od pola 2ADC Papte = Pasoc — Paak = 5 g— g

pole AADK.

a
g I(h1 —hy)

=
|

~)

ro|s

1

_ B 1 g
Pakec = Paosc = Papsr =

3° Analogicznie obliczamy pole AKBC. By =7 by = (0 —hy)

ol

4°Wykazalismy wiec, e Py e = P -

DOWOD 256 Dany jest rownolegtobok ABCD, w ktorym bok AB jest dwa razy dtuzszy od hoku BC. W potowie odcinka A8
zaznaczono punkt K. Wykaz, ze kat DKC jest katem prostym.

PRZIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy.
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Dowody geometryczne

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

2° Korzystajac z twierdzenia o sumie katow wewnetrznych w trijkacie  x = @2;@
oraz.z twerdzen'la, zecsuma.I kqtoww rownol’eg’fob_oku przy jednym 180° — (180° — @) @
ramieniu wynosi 180°, obliczamy miary katow x i y. ys———g — 97
5 ; : - . Ty | | e SO P
3°Katy 7, x, y tworza tacznie kat potpetny, wiec ich suma wynosi Y =180° —x—y =180 3 7 =

180°. Wyznaczamy miare kata .

_360°—180°+ 4 —d _ 180" _ .
- 2 =g =

4°Wynika z tego, Ze kat DKC jest katem prostym.

DOWOD 257 n Dany jest trapez ABCD, w ktérym AB | (D. Na boku BC wybrano taki punkt £, ze | FC|=|(Di| EB| = | AB .

Wykaz, 7e kat AED jest prosty.

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

1° Rysujemy trapez oraz oznaczamy réwne dtugosci @ i b oraz kgt 7.

2°Trojkat DEC jest rownoramienny, czyli katy przy podstawie sg |LDCE | = 180° — 2
rowne, wiec oznaczamy | <LCDE | = | LDEC | = a. Okreslamy miare

< DCE.

3° Analogicznie trojkat ABE jest rownoramienny, wiec | LABE|=180° — 283

| <CBAE | = | <LAEB| = [3. Okreslamy miare <LABE .
4° Korzystamy z twierdzenia o sumie katéw przy jednym ramieniu 180° — 2 + 180° — 23 = 180°

w trapezie, —2a— 28 =—180°
a+ B =90°
5°Katy @, B, ¥ tworza tacznie kat potpetny, wiecich sumawynosi @ + B+y =180
180°. Wyznaczamy z réwnania kat 7. 90° + 7 = 180°
y =90°

6°Wynika z tego, ze kat AED jest prosty.

DOWOD 258 n W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katéw przy wierzchotkach A B, ktore przecinaja sig w punkgie §.

Uzasadnij, Ze kat ASB jest rozwarty.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy z oznaczeniami.
Niech: <LASB = x.

2° Uktadamy rownanie, korzystajac z twierdzenia o sumie katéw wewnetrznych - ¢ + B+x=180°
w AASB. Nastepnie wyznaczamy Kat x. x=180°—(a+f)
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PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

3° Uktadamy réwnanie, korzystajac z twierdzenia o sumie katow wewnetrznych 22 +258 +y =180°  |:2

w AABC. Nastepnie wyznaczamy sume katow @ + 3. o+ B+ % — g0°
a+p=0 -1
4°Wyznaczonq wartos¢ podstawiamy do pierwszego rdwnania i obliczamy x=180"—(a+ )
S x=180"— (90"~ %)
x=90°+ 7> 90

5°Wynika z tego, ze kat ASB jest rozwarty.

DOWOD 259 Dany jest trdjkat ostrokatny ABC o bokach dhugosci

a, b, cikatach @, B3, 7 (zobacz rysunek). Wykaz, ze

Bflfidn 2
gt =,
o~ AT TS

PRIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Korzystamy dwukrotnie z twierdzenia cosinusw, przeksztatcajac réwnania 2 — ;2 4 p2 — dabcosy — 2abeosy =a’+bi— ¢

. zenia znajdujace sie w liczniku i mianowniku lewej
tak, aby otrzymac wyrazenia znajdujace sie w liczniku i mian j i S o ST

strony tezy.
2° Korzystamy z twierdzenia sinusow. M K i o _ sin@
sine — sinyr DN T siny
3° Podstawiamy wyznaczone wartosci do lewej strony rdwnania i wykonujemy _ -3¢ Jabwosy acsy
dziatania, korzystajac dodatkowo ze zwigzku wyznaczonego w punkcie 2°.Po = p24 22 Zhccosar  Cos@ T

przeksztatceniu wyrazenia otrzymujemy postac z prawej strony réwnania. g 0S¥ _ sina sy

s T siny osa =dga: dgy=F

DOWOD 260 Dany jest trojkat prostokatny ABC, gdzie wysokos¢ | (D | = h. Wysokos¢ (D podzielita przeciwprostokatna AB na

odcinki o dtugosciach k i /. Wykaz, ze h = /kI .

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

a

1°Wykonujemy rysunek pomocniczy. Katy <CADC i <L (DB maja miare 90°.

2° Tauwazmy, Ze katy <CCAD i <LBCD maja te sama miare réwna a.

3° Na mocy cechy kat-kat 2ACD jest podobny do ABD . Zatem mozemy 1 _h
zapisac proporgje. h— k
4° Korzystamy z wkasno$d proporgji i wyznaczamy wartosc h. =W

h= K
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Dowody geometryczne

DOWOD 261 n Dany jest trojkat prostokatny ABC. Na bokach BC i AC b
dorysowano kwadraty odpowiednio BKLC oraz ACMN.

Poprowadzono odcinki AK oraz BN, ktdre przeciety M
boki trojkata ABC w punktach P i Q (zobacz rysunek). K
Wykaz, 7e | PC| = C |.
N ‘
A B

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

1° Na rysunku wprowadzamy oznaczenia.
Niech: |PC| =y, |QC| = x.

2°7 podobieristwa tréjkatéw QBC i NBM (na mocy cechy kat-kat) zapisu- T ‘ b
jemy proporcje.
3°Wyznaczamy dtugos¢ x. x= aﬂf b
4° 7 podobienstwa trojkatow APC i AKL (na mocy cechy kat-kat) zapisu- Lo o Bl . \ a
jemy kolejng proporcje. 4 wib

4 o _ ab
5°Wyznaczamy dtugosc y. = sap

6° Wykazalismy wiec, e x =y, czyli | PC| = QC|.

DOWOD 262 n Dane s3 trojkaty prostokatne réwnoramienne ABC c e
i CDE (zobacz rysunek). Wykaz, ze | AD | = | BE

,jesli
wiadomo, ze | <LACB| = | <LDCE | = 90°.

PRZYKtADOWE ROZWIAZANIE

1° Ma rysunku oznaczamy katy proste oraz rysujemy odcinki AD, BE.
2° SprawdZmy, czy tréjkaty ADC i BEC sq przystajace.

3° Dhugosci bokow | AC | = | (B sq réwne.

4° Dhugosc bokéw | (D | = | CF | s rowne.

5° Oznaczamy katy: SLACD = @, <BCE = f5.

6° Jesli udowodnimy, ze & = /3, to AADC bedzie przystajacy do ABEC.
7° Zauwaimy, ze | <LDCB| = 90° — c oraz | <LD(B| = 90° — B, wiec 90" —a =90"— 8 — a=f

8° Na podstawie cechy bok-kat-bok ( bkb ) tréjkaty ADC i BEC sa przystajace (AADC = ABEC), wiec| AD| = | BE |,
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Dziat8

DOWOD 263 Na bokach tréjkata rownobocznego ABC zbudowano H G
kwadraty ABED, CBFG i ACHI (zobacz rysunek). Wykaz, c
ze tréjkat HDF jest rownoboczny.
| F
A B
D E
PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE
1° Rysujemy trojkat HDF i odcinki HA, DB, FC — przekatne kwadrat6w. H G
2° Powstaly trzy tréjkaty HDA, DFB, FHC. W kazdym z nich odpowiednie dwa boki
sq rownej diugosci. Gdyby wiec kat pomiedzy rozwazanymi bokami byt taki sam we . >
wszystkich tréjkatach, to tréjkaty te bytyby podobne na mocy cechy bok-kat-hok I 607\ E
457
(o) AYA
3% Zaznaczamy katy, ktére potrafimy okreslic z whasnosci kwadratu i tréjkata rowno- s
bacznego (90°,45°,60°),
4 Iauwazmy, ze przy kazdym wierzchotku tréjkqta ABC znajdujg sie trzy takie same
katy 90°, 45", 60". 0znacza to, ze zachodzi rownos¢: | < HAD | = | <LDBF | = | <L FCH . . i
5° Mozna wiec stwierdzic, ze tréjkaty 3 przystajace (bkb): AHDA = ADFB = AFHC.
6° Jesli trojkaty sq przystajace, to odcinki HD, DF, FH sq réwne, wiec tréjkat HDF jest rownoboczny.
DOWOD 264 n Na boku tréjkata rownoboczneqo ABC zbudowano B

kwadrat, a na boku kwadratu zbudowano kolejny tréjkat

rownoboczny (zobacz rysunek). Wykaz, ze tréjkat BDF

jest rownaboczny. A C

F
D E
PRZYKELADOWE ROZWIAZANIE
17 Na rysunku zaznaczamy poszczegéine odcinki i katy. B
2° Obliczamy miare kata BAD: | <LBAD | = 60° + 90° = 150°. : \
3° Obliczamy miare kata DEF : | <CDEF | = 60° + 90° = 150°. AL PN
® ) a

4° Obliczamy miare kata BCF: | <LBCF | = 360° —(90° +2-60°) = 150°. g K ; !
5°Tréjkaty BAD, DEF i BCF sq tréjkatami réwnoramiennymi, a kat miedzy ra- U7
mionami w tych tréjkatach wynosi 150°. Sa to wiec trojkaty przystajace, stad D e E

|DB| = DF | = | BF |, a wiec trojkat BDF jest rownoboczny.




Dowody geometryczne

DOWOD 265 Dany jest rownolegtobok ABCD. Na hokach BC E E
i (D zbudowano kwadraty BHGC i DCFE . Wykaz, ze
|AC|= |FG l
D =
A B G
H

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Na rysunku zaznaczamy odcinki AC i FG. E F

2" Wskazujemy réwne dtugosci: | AB|= | FC|i| BC| =] (G|

3" Trojkaty ABC i FCG maja po dwa odpowiednio réwne boki i moga by¢ przystajace, D ﬁ:ﬁ
jesli znajdziemy rowny kat miedzy odpowiednimi dwoma bokami. 7]

4 Zaznaczamy wszystkie katy przy wierzchotku C i ukfadamy rownanie:
a+B+2-90° =360° - a+ =18

H
5% Suma katow przy ramieniu rdwnolegtoboku wynosi 180°, wiec kat przy
wierzchotku 8 musi mie¢ wartoé¢ 3.
6° Wynika z tego, e AABC = AF(G, wiec | AC| =6 |.
DOWOD 266 n We wnetrzu tréjkgta réwnobocznego o boku dtugosci a c
umieszczono punkt P (zobacz rysunek). Wykaz, 7e suma
wszystkich odlegtosci tego punktu od poszczegdlnych
; . a3
bokdw wynosi )
P
A B

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Dzielimy tréjkat réwnoboczny na trzy trojkaty — kazdy z nich sktada siezjednego C
boku tréjkata réwnobocznego, a wspdlnym wierzchotkiem jest punkt P. Wowczas
hy. hy, hy 53 wysokosciami, jak rowniez odlegtosciami punktu P od poszczegolnych
bokdw,

2°Pole trdjkata réwnobocznego réwne jest sumie pél tych tréjkatow. Ukfadamy wiec i Y
rownanie i wyznaczamy sume wysokosci.

2
%ah] +%ah2+;_—ah3 :# , %a
7
& /3 7
h1 +h2+h3 = ".r E’
2
37 Otrzymalismy zadang wartos¢.
ymalismy zadang h1+h2+h3:”‘f
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Dziat 8

DOWOD 267 n Dany jest trojkat ABC, w ktdrym poprowadzono c
wysokos¢ (K i odcinek KL, gdzie L jest $rodkiem boku
AC oraz | (K | = | KL |. Wykaz, ze trjkat KCL jest L
trojkatem réwnobocznym.
A K B

PRIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1% Na rysunku wprowadzamy oznaczenia.

A
2° I podobienistwa tréjkatow AML i AKC (cecha kat-kat) zapisujemy propordje. hy - hy
x X
2 =hx — h="Th -

3 Jezeli hy=y,t0 h, = %y.

1
b 1
4° Obliczamy miare kata @ w AMKL. singy = 72 = 2Ty = ;— wiec @ = 30°
5°Kat a i <LLKC tworza kat prosty, wiec mozemy obliczy¢ miare <CLKC . [<LLKC| = 90° —30° = 60°

6 AKCL jest rownoramienny i kat przy wierzchotku ma miare 60°, zatem katy przy podstawie rowniez maja po 60°.

7° AL jest wiec réwnoboczny.

DOWOD 268 n Dany jest tréjkat ABC. Na boku AB znajduje sie punkt £ .

Dorysowano dwa okregi. Pierwszy okrag przechodzi przez
punkty Ai £, adrugi przez punkty B i £. Okregi przeciety
sie rowniez w punkcie G. Pierwszy okrag przeciat hok

AC w punkcie D, a drugi okrag — hok BC w punkgie F
(zobacz rysunek). Wykaz, 7e na czworokacie (DGF moina
opisac okrag.

PRZYK{ADOWE ROZWEA_ZAN’E dowod 247

1%Na rysunku pomocniczym zaznaczamy odcinek GE oraz oznaczamy katy tréjkata przy
wierzchotkach Ai B odpowiednio jako ¢ i 3.

2°7 twierdzenia o sumie katow w trojkacie: | <LOCF | = 180° — a — 5.
3° Na czworokacie AEGD opisany jest okrag, wiec | <CDGF | = 180° — .

4° Na czworokacie £BFG opisany jest okrag, wiec | <LEGF | = 180° — 3.

57 Obliczamy miare kata DGF . | LDGF | = 360° —(180° — @) — (180° — B) =
=360"—180°+a—180°+B8=a+p

6° Na czworokacie DGFC bedzie mozna opisac okraq, jesli | SCDCF | +| <LDGF | = 180°.  |<DCF|+|<LDGF |=180°—a@—B+a+ 8=
Sprawdzamy, czy suma tych katéw spelnia ten warunek. =180° cowsd 25

7° Na czworokacie DGFC mozna wiec opisa¢ okrag.






