PROBNY EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI

ODPOWIEDZI DO ARKUSZA ROZSZERZONEGO
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zadania Py 4 punktow
Przyktadowe rozwiazanie
Niech [<BAD| = a. Wowczas |<BCD| = 180° — a na podstawie warunku opisywalnosci 3
okregu na czworokacie. Z zatozenia AK™ jest dwusieczng kata BAD, za§ CL™ jest dwu-
sieczng kata BCD, wigc |[<<LCB|=90° — % oraz |[<<{BAK|= %. Katy BAK 1 BCK to katy wpi-
8 sane oparte na tym samym tuku, wigc |<BCK|= %. Obliczamy miarg kata wpisanego KCL:
o o
|<<KCL|=|<<BCK]| + |<LCB| = 3 + (900 - E) =90°.
Poniewaz kat KCL jest prosty, wigc odcinek LK jest srednica okregu, czyli punkty L, K, O
sa wspotliniowe.
1 sposéb
Skorzystanie z whasnosci dwusiecznej kata do utozenia rownania 1
ol = M, gdzie M(x,, y,) — punkt nalezacy do dwusiecznej kata.
2
Zapisanie rownan prostych zawierajacych dwusieczne katow utworzonych przez proste 1
kil xf(l +x/§)y=00razx7(1 f\/i)y=0.
Podanie rownania prostej, w postaci kierunkowej, zawierajacej dwusieczna kata ostrego: 1
y= (\/5 - l)x.
11 sposob
9 a 1
2tg—
L . 2 .a . . . L
Zapisanie rownania = 1, gdzie — — miara kata nachylenia prostej zawierajacej
1-tg’ ¢ 2
2
dwusieczna kata (utworzonego przez proste k i /) do osi OX.
Rozwigzanie réwnania trygonometrycznego: 1
tgg:—l ~2 b tgg =2-1.
2 2
Podanie rownania prostej, w postaci kierunkowej, zawierajacej dwusieczng kata ostrego: 1

y=(\/§fl)x.
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Przyktadowe rozwiazanie
Przeksztalcamy tez¢ rownowaznie. Poniewaz obie strony nierownosci sg dodatnie (z zato-

zenia x > 01y > 0), wigc po podniesieniu tych stron do potegi szostej otrzymamy nieré6w-
no$¢ rownowazng danej. Mamy:

10 \/x2+y2 >i/)c3+y3 @(x2+y2)3>(x3+y3)2<:>
< X0+ 3xH?+ 33D+ > x0 + 2053 + 30 < 3P+ 3 -2 >0
S PG +3y"-20)>0 & X7 ) ()P + 2 (P +)H)] >0
Ostatnia nierownosc¢ jest prawdziwa, zatem nierownos¢ wyjsciowa jest takze prawdziwa,
co konczy dowdd.
Spodek wysokosci ostrostupa znajduje si¢ w potowie prze- S
ciwprostokatne;.
|OA| = |OB|=10C|=a
|4S| = |BS| =|CS|=3a, a>0
11
Obliczenie pola P podstawy: P = a?.
Obliczenie wysokosci H ostrostupa: H = 2\2a.
Obliczenie objetosci V ostrostupa: V= ¥a3.
Niech [AB|=a, a >0,
CD — wysokos¢ na podstawe AB (srodkowa),
|<<DCB| = % a e (0°, 180°),
|<<APB| = 90° oraz |AP| = |PB],
wowezas [DP| = |DB| = % F
I sposéb
Obliczenie dlugosci odcinka CD (z wlasno$ci srodkowych)
|CD|=3-|DP|= 3_a'
2 A
12

Obliczenie dlugosci odcinka BC (twierdzenie Pitagorasa dla ADBC);
IBC| = “ﬁ

a _10

Obliczenie sin % (cos %j w trojkacie DBC: sin 7 =—

10

s
2 10

Obliczenie cos a (ze wzoru cos o = 1 — 2sin2% lub cos a = 2cos2% -1);

cosa=0,8.
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11 sposob

Obliczenie dlugosci odcinka CD (z whasno$ci Srodkowych); 1
|CD|=3 - |DP|= 3_a'
2
Obliczenie dlugosci odcinka BC (twierdzenie Pitagorasa dla ADBC); 1
1
BC| = a\/—O.
2
Obliczenie dlugosci odcinka FB (z whasnosci sSrodkowych); 1
FB|= > |PB| = 3N2a,
2 4
Obliczenie cos a (twierdzenie cosinuséw dla AFBC); cos a = 0,8. 1
Zapisanie zatozen i rozwigzanie otrzymanych nieréwnosci: 1
Y=1>0Ay—1#1 A 8x—x*>0 < ye(1,2)U(2,+0) A x € (0,8).
Skorzystanie z definicji logarytmu i zapisanie rownania: (y — 1)> = 8x — x?. 1
Ustalenie wspotrzednych $rodka i promienia okregu: S(4, 1), r=4. 1
Przedstawienie zbioru punktéw ptaszczyzny spehiajacych warunki zadania z uwzglednie- 1
niem zalozen.
13 Y
5
4
3
2
1
of 1 2345678 X
Obliczenie, ile jest liczb z cyfra 2 na poczatku: 3
2 000 — (60 liczb) (po 1 pkt
2 200 — (60 liczb) za pare)
2 400 — (20 liczb)
2 040 — (20 liczb)
2 240 — (15 liczb)
14 2 024 — (15 liczb)
Tych liczb jest 190.
Obliczenie, ile jest liczb z cyfra 4 na poczatku: 1
4 000 — (15 liczb)
4 200 — (20 liczb)
Tych liczb jest 35.
Zatem liczb spetniajacych warunki zadania jest 225.
1
Napisanie rownania stycznej do wykresu funkcji f(x) = f%xz + 1, poprowadzonej w punk-
. 1,
cie M| x,, —le +11
. =—lx-(x—x)—lx2+lcz li =—lx~x+lx2+1
y o Vo > Czylly o 41 .
Napisanie rownania stycznej do wykresu funkcji g(x) = x> — 4x + 6 poprowadzonej w punk- 1

cie My(x,, x,2 — 4x, + 6):
y=02x,—4) - (x —x,) +x,2 —4x, + 6, czyliy = (2x, — 4) - x —x,> + 6.
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1
—-—x, =2x, -4
Rozwigzanie uktadu rownan: .
lez +1=-x +6

=1 X, = 2%

Rozwigzaniami sg dwie pary liczb: { : 4 lub 4
X = =3

5

Podanie odpowiedzi: sag dwie wspdlne styczne o rownaniach:

2 4
=2x+S5orazy=—x+1—.
7 TSNS

Zapisanie wielomianu w postaci W(x) = (x — 1)(2x> + mx + 8).

I sposoéb (metoda grupowania wyrazow)
Wx)=2x3+m—-2)x>+ (8 —m)x —8=2x+ mx> - 2x*> + 8 —mx — 8 =

=23 =2+ (mx*> —mx) + 8x —8=2x*(x — 1)+ mx(x — 1) + 8(x - 1) =

=(x — 1)(2x* + mx + 8).

II sposéb (zastosowanie twierdzenia o wymiernych pierwiastkach wielomianu o wspot-
czynnikach catkowitych)

Zauwazamy, ze W(1) = 0. Dzielimy wielomian W(x) przez dwumian (x — 1), skad otrzymu-
jemy iloraz 2x% + mx + 8. Zatem W(x) = (x — 1)(2x*> + mx + 8).

Niech O(x) = 2x> + mx + 8. Zapisanie zalozen na istnienie dwoch réznych pierwiastkow
wielomianu Q(x), z ktorych kazdy jest rozny od 1, i rozwigzanie otrzymanych nieréwnosci:

16 A>0 < m e (—0,-8) U (8, +n)
o1)#0 & m=-10
., L XX, X . 1 .
Zapisanie nierownosci > 1 w postaci > —, gdziem # 2,
X+ X, +Xx 1— m
2
X =1x x=41x,+x;= f% oraz podanie jej zbioru rozwigzan:
m e (14, 2).
Wyznaczenie czgéci wspolnej zbiorow rozwigzan poszczegolnych nierownosci i uwzgled-
nienie zalozenia, ze m € C;
me (-14,-10) U (10,8 Am e C < m € {-13,-12,-11,-9}.
Niech KL bedzie jednym z odcinkdéw spetniajacych warunki zadania.
Wprowadzamy oznaczenia:
IDL|=x, |LC|=2—x,x € (0, 2),
E — punkt stycznosci odcinka LK i tuku okrggu
D x L 2-x C
. . .
E
S
17 ) % 2y
/
/
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2 /
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/
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Skorzystanie z twierdzenia o odcinkach stycznych:
(IDL| = |LE| = x oraz |EK]| = |KB| = y), i zapisanie dtugosci odcinka KL:
|IKL|=x+y, gdziex € (0,2)iy € (0, 2).

Skorzystanie z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata LKC 1 wyznaczenie dtugo$ci odcinka
LK w zalezno$ci od x:

4—2x_x2+4

ILK] = f(x) = x + ,x € (0,2).
x+2 x+2
2 —
Obliczenie pochodnej funkcji £ £7(x) = %, xe(0,2).
x+2

Obliczenie miejsca zerowego pochodne;j:
[f()=0Axe(0,2)] & x=232-2.

Okreslenie znaku pochodnej i ustalenie extremum funkcji f:
[f()<0Axe(0,2)] < xe(0,242-2
[/(0)>0Axe(0,2)] & xe gzﬁz, 2%
Jesli x =242 = 2, to funkcja f przyjmuje minimum lokalne.

Uzasadnienie, ze minimum lokalne funkcji fjest jej najmniejsza wartoscia.

Obliczenie dtugosci najkrotszego odcinka spetniajacego warunki zadania:

KL = 4(v2 - 1)
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