PROBNY EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI
ODPOWIEDZI DO ARKUSZA ROZSZERZONEGO

ZADANIA ZAMKNIETE

1 2 3 4
A C B D

Zadanie 1. A

Rozwigzanie:

zﬁljf;(smﬁ):%.(suﬁ):30_612*%.(5+2J€)=(5—2JE)-(5+2J€)=1.

Zadanie 2. C
Rozwigzanie:

. o1 . n . .
lima, = lim— + lim + lim =0+ lim + lim
n—>ow n—w p n—w p 4 1 n—»o0 zn +1 n—»o n—m

1+— 2+

2
n+2 1 . n
1
n

Zadanie 3. B

Rozwigzanie:

4]

|<ACB| = 180° - [a + B+ 200] =70°.
%f—/

90°

Zadanie 4. D

Rozwigzanie:

AB =[9,3], €D =[3,1],3CD =[9,3]. BA =[-9,-3], —%ZI = [-9,-3]

DC =[-3,-1], —%H@ ~[-3,-1]. 9CD =[27,9].
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ZADANIE OTWARTE z kodowang odpowiedzia

Zadanie 5. 108

Rozwigzanie:
Zauwazmy, 7e

P)y=d+ f
PQ)=2d+ f
L. {W(l) =6
Jednocze$nie .
W(2)=163
Stad {d vf=6
2d + f =63

Odejmujac stronami otrzymujemy: d = 57. Wtedy f=-51.
Zatem d — f=108.

II sposob.
Px)=(*-3x+2) - (P +ax> +bx+c)+dx+f=
=x"+(a-3)x*+(b—-3a+2)x>+(c—3b+2a)x*+ (3c+2b+dx+2+f
a-3=1
b—3a+2=1
Stad Sc—3b+2a =1
3c+2b+d=1
2c+ f =1
Dalej
a=4
b=11
c=26 . d-f=108.
d =757
f=-51

ZADANIA OTWARTE

Zadanie 6. 4 = (\/E #] B = (_\/5’ _ﬂ]

2

Rozwigzanie:

Pochodna funkcji f(x) = x + 1 wynosi f'(x) =1- iz
X X

. 1
Wyznaczmy argumenty, dla ktorych pochodna jest rowna 5

l—iz:l. L—l x=2 lubx =2
x 2 X2
Stad
1 V232
f(x/i):x/?+ﬁzx/§+7:7.
342
f<_\/§)=—7.

Punkty styczno$ci: A = [\/E’ 3‘2/5} B (_\/” B 3\2/§J
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Punktacja.

Obliczenie pochodnej (1p).
Wyznaczenie punktéw stycznos$ci 2p).
Zadanie 7.

Rozwigzanie:
2242 H2xy —2x+ 2y + 5= +)P+ 1+ 2xp + 2x + 2y +x? —dx + 4 =

= (x +y+ 1)2 + (x - 2)2 > 0. Nieré6wnos¢ jest prawdziwa.
—

11 sposob.

232+ 32+ 2xy - 2x + 2y +5=2x>+ 2x(y — 1) + > + 2y + 5.

Funkcja kwadratowa o zmiennej x.

Wtedy

A=Q2@y-1))P-8032+2y+5)=-4?-24y-36=-4(y +3)*<0.

Stad nieréwnos¢ jest prawdziwa.

Punktacja. I sposob Punktacja. II sposob
Zapisanie w postaci kwadratow 2p | Obliczenie A Ip
Whiosek Ip | Uzasadnienie, ze A<0 Ip
Whiosek Ip

Zadanie 8.

Rozwigzanie:
Oznaczenia tak jak na rysunku.

Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy:
2 2 2 2 2 2
+b - +a —-b
cosd="12 "9 cosB="9 "0
2bc 2ac
Wykorzystujac jeszcze raz to twiedzenie dla trojkatow ABE 1 ABD otrzy-
mujemy:

4¢* + b? _cz+b2—a2 _2az+202—b2

1
9¢* =c* + Zb2 — bccosA =

4 2 4
9d2:c2+la2—accosB:4cz+a2 _c2+012—b2 :2b2+2c2—a2
4 4 2 4 '

Dodajac stronami otrzymamy:

2a +2¢* = b +2b° + 20 - a’
1 .

36 +36d* = a*+ b* +4c? =92

4e* +4d* = 2.

To oznacza, ze trojkat ASB jest prostokatny.

9¢> +9d°> =

Punktacja.

Obliczenie cosinusow katow A, B (1p).
Twierdzenie cosinusow dla trojkatow 4BD i ABE (1p).
Dokonczenie dowodu (1p).
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Zadanie 9. g =45°

Rozwigzanie:
Oznaczenia tak jak na rysunku.

Poniewaz —/3 = tg(2a ), wige o = 60°.
Stad trojkat BES) jest polowa trojkata rownoboczne-

go. Zatem BS, jest wysokoScia w trojkacie rowno-
bocznym o boku diugoscei 24,

Czy11|BS|— \/_ a2 = h\/_h _a;f
Dalej
2 2
|CE|2 = (a\/f)z _(&J = 124 .
3 9
|CE| _ 2a\/§.
3

Trojkaty CSS, i ECS, sa podobne.

ICS|  \2a
Stad —— CS

PR

3

Dalej h, =\3a* —d* = av2.
Stad  h=a.

Czyli trojkat SS,F jest rownoramiennym trojkatem prostokatnym. Zatem 8 = 45°,

II sposob.
Oznaczenia tak jak na rysunku.

Poniewaz —/3 = tg(2a) = 12%, wige -3+ \/gtgza =2tga.
—tg’a

Dalejﬁtgza—2tga—f:0.A=4+12:16.
2+4

AN f

Zatem /3 = tga =

=3 lub tgo =

2a.

P

NG

Z podobienstwa trojkatow ESS, i CSS, otrzymujemy:

b, _N2a [CS|_V2a _ g
ho|cs|” h ok '

P

SpI'ZCCZIlOSC

Z twierdzenia Pitagorasa |CS]* = a®> + h2 = a* + a* + h* = 2a> + 2.

CS2 5 22 22 2
Stad | |:21+1. 329 1 24y (ﬁjzl. tgf=1.
a

s s n W
Czyli kat § = 45°.

Punktacja. I sposob

Punktacja. II sposob

Wyznaczenie kata « Ip | Obliczenie tg Ip
Uzaleznienie bokow trojkata CES, od a lp | Zwiazek migdzy hia 2p
Uzaleznienie 4, od a Ip | Dokonczenie zadania 1p
Dokonczenie zadania 1p
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Zadanie 10. (0-4)

cefpinnlie x su 7n i)
6 6 6 © 6 6 6 6

Rozwigzanie:

Nastepujace rownania sg rownowazne:

s s s

. 1
sin® x — cos*x = ——.
2 2 22 2 1
(sm X — cos x)(sm X + cos x) =——,
2
. 1
sin® x — cos® x = ——.
2
.2 .2 1
sin x—(l — sin x) = —E.

2sin’ x = l
2

sinx = l lub sinx = —l.
2 2

n S5t I7n 1l =nm 5S5n 7Tn 1lln
Odp.xe{=,—,—,—,——,——,——,—
6 6 6 6 6 6 6 6

I sposoéb.
Nastgpujace rownania sg rownowazne:

. 1
sin* x — cos* x = -

. . 1
(stx - coszx)(smzx + coszx) =

. 1
sin® x — cos’ x = ——.
2
. 1
cos’x —sin’x = 5

cos2x = l
2
Stad

cost = %, gdziet=2xit e (-4m, 4m).

> > > > >

teﬁS_n7_nlln n S5t Tn lln
37373737 3 3 3 3

B > > >

n S5t 7n 1l m S5n Tm lln
Odp. xeq—, —,—,—
6 6 6 6 6 6 6 6
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Punktacja.

Przeksztatcenie do postaci sin”x — cos’x = —% (Ip).
. 2 1 1
Przeksztatcenie do postaci 2sin”x = 5 lub cos2x = 5 (1p).
Dokonczenie rozwigzywania i odpowiedz (2p)

Zadanie 11. -
125

Rozwigzanie:

Oznaczmy zdarzenia:

A, za pierwszym razem wylosowano 9.

A, za pierwszym razem wylosowano 3.

A za pierwszym razem wylosowano 1 lub 5 lub 7.

B, za drugim razem wylosowano dwie liczby nieparzyste w$rod nich 9.
B, za drugim razem wylosowano 0 lub 6 i liczbe¢ nieparzysta.

B, za drugim razem wylosowano 3 lub 9 i nie wylosowano 01 6.

C iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 9.
C=4,9A;NB) V4, B, U(d,N By).

P(C) = P(4)) + P(A4y) - P(B, | A3) + P(4y) - P(B, | Ay) + P(4,) - P(By| A4y).

oors 000, GE), BT
I d A

II sposob. Drzewo stochastyczne

4.1 1.2:3 25+30+10+6 71
10 555 555 125 125

3
+_.
5

_1
5

1 31 341 12 132 1 3 3 2 6 1 8 6 71
PC)y=—+=--—-+=-—-— i =—t+t—4+—+—+—==F—+—=—

555 554 55 555 5 25 25 25 125 5 25 125 125
Punktacja.
Wprowadzenie oznaczen zdarzen i zapisanie przy ich pomocy zdarzenia C (lub drzewo) (1p).
Obliczenie prawdopodobienstw zdarzen 4, (1p).
Obliczenie prawdopodobienstw pozostatych zdarzen (2p)
Dokonczenie zadania (Ip)
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p=1
Zadanie 12. ( 1J lub {
q S

_w, —

Rozwigzanie:
Rownanie pierwsze ma dwa rozne rozwigzania x,, x, wtedy, gdy

A=p* —4g>0
X +x,=-p
XX =4

Natomiast drugie rownanie ma rozwiazania x, + 1, x, + 1 wtedy, gdy
A=p*—4pg>0

X, +1+x, +1=p’

(xl +1)-(x2 +1):pq

Stad

p’—4¢>0

p(p’ —44)>0

-p+2=p’ .

q-p+1=pq

pP+p-2=0. p=1llubp=-2.
Dla p =1 mamy:

g-l+l=g¢q geR
1-4¢>0 . 1-
11-4g)>0 753
Dla p = -2 mamy:
q+2+1=-2¢q =-1
4-49g>0 . q<l1

2(-8-4¢)>0 |g¢>-2

Zatem
p=1

1lub{ .
q e —oo,Z qg=-1

Punktacja.

Zapisanie warunkow (1p).
Otrzymanie rownania p> + p — 2 = 0 i rozwigzanie 2p).
Dokonczenie rozwigzywania 2p).

Mlustracja.
W pierwszym przypadku mamy réwnania:

. 1
x2+x+q200razx2—x+q:0,gd21eq<Z.

Rozwigzania tych rownan:

-1-4/1-4¢q -1+ /1-4q 1-1-4q 1+ 41-4q
=X, = , X, = =x+1l,x,=——m=x, +1
2 2 2
W drugim przypadku mamy rownania:
x?—2x—1=0orazx>—4x+2=0.

Rozwigzania tych rownan:

xl:#zl—ﬁ,xz:1+\/§,x3:#:2—\/§:xl+l,x4:2+\/§:xz+l.

X
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. 26 8’
Zadanie 13. (x-2)>+)?=5lub Yo + Y- =5.

Rozwigzanie:
Srodek szukanego okregu lezy na prostej rownoleglej do danych prostych przechodzacej przez punkt B = (0, —1).

, . . 1
Roéwnanie tej prostej: y = Ex —1.

Promien tego okrggu mozna obliczy¢ liczac odlegtos¢ punktu B = (0, —1) od prostej x — 2y — 7 =0.

r=|0_2(_1)_7|=i—f

=+5.

N

Srodek okregu S = (a, %a - lj.

\5\"',52

s N
o} 4 :
J ; \ )
/ \
. \
o) ; A= 392) \f >(
\
\
\
7

|
oy
Il
=
|
il

2
Wtedy |AS| = \/(a - 3)2 + (%a - 3] =5,
Stad

a2—6a+9+%a2—3a+9:5.

§a2—9a+13:0.
4

A=Bl—65=16. a =23 _3 q =2F4_20

l\)\m‘

S, = (2,0), 5, = (%2}

Roéwnania okregow:

2 2
(x2)2+y2=51ub(x—%j +(y—§j =3.

5
Punktacja.
Rownanie prostej, na ktorej leza $rodki (1p).
Obliczenie dtugosci promienia: (1p).
Wyznaczenie wspoétrzednych srodkow: (2p).
Rownania okregow (1p).
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1
Zadanie 14. 17973 .
2

Rozwigzanie:

. , . r a
Suma nieskonczona szeregu geometrycznego jest rowna S = l—‘, lg| <1.
-9

Sze$ciany wyrazow tego szeregu tez tworzg szereg geometryczny. Pierwszy wyraz tego szeregu to a,’, natomiast
iloraz jest rowny ¢>.
Zatem

al
l-¢q
a
l-¢q
a, =39(1-q)
39°(1-¢)’
l—q3
39°(1-¢)’
(l—q)(1+q+q2)
39(1—¢)
M0=9)
l+qg+gq

39 - 78g +39¢% = 12 + 12q + 124
274> —90g +27=0.

=39

=18252

3=

— 18252

=18252.

3¢>—~10g +3=0.
A=100-36=64. ¢, _1o-8 1 lubg,=3>1.
6 3
Stad
1

73 .

a, =26
Punktacja.
Uktad rownan (1p).
Roéwnanie z jedng niewiadoma (1p).
Rozwigzanie uktadu 2p).
Odpowiedz (1p).
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Zadanie 15. iV
27

Rozwigzanie:

Niech

ICS\| = d, |SS)| = h, |GS)| = e, 15,5 = A,
Wtedy obje¢tosci ostrostupéw wynosza:

w*

v=Xow o v -Llae
3 3

Wykorzystujac podobienstwo trojkatow CSS

i GSS, otrzymujemy:

%:h eh . dh—dh,=eh.
dh,=dh—ch. h =h-°"
d
Zatem
szze2 h—% :zh(eQ—le3 .
3 d 3 d
Niech
f@)=¢ - 2é e e (0.d)
Wtedy

3
’ — 2 _ = 2'
f'(e) e de
1) =0,d1ae=§d.
f(e)>0,dlaeec (0,§dj.
Sf'(le) <0, dlaee(%d, dj.

2 N - .
Stad dla e = Ed funkcja osigga warto$¢ najwicksza w przedziale (0, d).

Wtedy
h, :h—%:h—%d-ﬁzlh.
d 3 d 3
2

2o -2 (2a] Lo 22

3 3 \3 3 27\3
v, :iV.

27
II sposoéb.

Ostrostupy EFGHS 1 ABCDS sa podobne.

Niech s (0 <s < 1) oznacza skale podobienstwa tych ostrostupow.
Wtedy Ppray = 5*Pygcp oraz |SS,| = sh.

Stad

h,=h—sh=1-s)h.

v, = %SZPABCD (I-s)h=s(1-s)V.

Nalezy wyznaczy¢ najwiekszg warto$¢ funkcji f(s) = —s> + 5%, 5 € (0, 1).
f'(s) =352+ 2s.
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f'(s)=0, dlas—g
3
f'(s)>0, dlase(O,%j

f'(s) <0, dlase( j
fu

Zatem dla s =

nkcja osigga wartos¢ najwicksza w przedziale (0, 1).

w2340

Punktacja.

Wprowadzenie oznaczen i napisanie wzoro6w na objgtosci (1p).
Uzaleznienie objetosci ostrostupa wpisanego od jednej zmiennej 2p).
Dziedzina funkcji (1p).
Zbadanie funkcji 2p).
Dokonczenie zadania i odpowiedz (1p).
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