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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadania zamkniete

Punkt przyznaje si¢ za wskazanie poprawnej odpowiedzi.

Zadanie 1. (0-1)

Wymagania ogolne Wymagania szczegolowe f;;’;::;::laz,
IV. Uzycie i tworzenie | GIMNAZJUM
strategii. 10. Figury plaskie. Zdajacy:
6) oblicza pole kota, pierscienia kotlowego, wycinka A
kolowego;
9) oblicza pola i obwody trojkatdéw i czworokatdw.
Zadanie 2. (0-1)
I. Wykorzystanie R8.7. Geometria na plaszczyznie kartezjanskiej.
i tworzenie Zdajacy oblicza wspdlrzedne oraz dtugos¢ wektora; dodaje D
informacji. i odejmuje wektory oraz mnozy je przez liczbe. Interpretuje
geometrycznie dziatania na wektorach.
Zadanie 3. (0-1)
II. Wykorzystanie R11.3. Rachunek rézniczkowy.
1 interpretowanie Zdajacy korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji C
reprezentaciji. pochodne;j.
Zadanie 4. (0-1)
IV. Uzycie i tworzenie | P1.1. Liczby rzeczywiste.
strategii. Zdajacy przedstawia liczby rzeczywiste w réznych A

postaciach (np. utamka zwyklego, ulamka dziesi¢tnego
okresowego, z uzyciem symboli pierwiastkow, poteg).
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Ogolne zasady oceniania zadan otwartych

Uwaga: Akceptowane sq wszystkie odpowiedzi merytorycznie poprawne i spetniajgce warunki zadania.

Zadanie 5. (0-2)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegélowe Odpowiedz
II1. Modelowanie P10.3. Elementy statystyki opisowej. Teoria
matematyczne. prawdopodobienstwa i kombinatoryka.
Zdajacy oblicza prawdopodobienstwa w prostych 971
sytuacjach, stosujac klasyczng definicje
prawdopodobienstwa.

Uwaga. Zdajqgcy otrzymuje 2 punkty wylgcznie po udzieleniu poprawnej odpowiedzi. Nie przyznaje sie
punktéw za czgstkowe elementy rozwigzania.

Przykladowe rozwiazania

Zauwazmy,ze AUB=AU(B— A), gdzie AN(B—A) = @.

Zatem P(BUA) = P(A)+ P(B—A)= 2 + 5 =12 520 =32 = g 97140...

Schemat oceniania

Zdajacy OtrzymIUj e 2 pkt
gdy zapisze kolejno cyfry 9, 7, 1.
Zadanie 6. (0-3)
Wymaganie ogélne Wymagania szczegélowe
II. Wykorzystanie R1.1. Liczby rzeczywiste.
i interpretowanie Zdajacy wykorzystuje pojecie wartoéci bezwzglednej i jej interpretacje

reprezentacji. geometryczng [...].

R3.9. Réwnania i nieréwnosci.

Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna,
o poziomie trudnosci nie wyzszym, niz: ||x +1 | —2| =3,

lx+ 3|+ |x—5] > 12.

Przykladowe rozwigzanie

Otrzymane réwnanie mozemy zapisa¢ w kazdym z przedziatéw (— e, 2), (2, +0) bez uzycia symbolu
warto$ci bezwzglednej, np.:

o dlaxe(—,2): (—x+2)=x(x—2)

o dlaxe(2, +o): (x —2) = x(x—2).

Roéwnanie (—x + 2) = x(x — 2) przyjmuje posta¢ (x —2)(x + 1) = 0. Stad x = 2 lub x = —1. Stad po
uwzglednieniu zatozenia x = —1.

Roéwnanie (x —2) = x(x —2) przyjmuje postaé¢ (x—2)(x—1)=0, czyli x=2 lub x =1 Stad po
uwzglednieniu zatozenia x = 2.

Réwnanie ma wiec dwa rozwigzania: —11 2.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat oceniania
Zdajacy otrzymuje
gdy

« zapisze przedzialy (—o°, 2), (2, +0) i co najmniej w jednym z nich zapisze poprawng posta¢
réwnania bez uzycia symbolu warto$ci bezwzglednej

albo

o wjednym ukladzie wspolrzednych naszkicuje wykresy dwdch funkeji fi g okreslonych wzorami:
f(x) =|x— 2| oraz g(x) = x(x — 2).

Zdajacy otrzymuje

gdy
o w kazdym z przedzialow zapisze poprawna posta¢ réwnania bez uzycia symbolu wartosci
bezwzglednej i w jednym z przypadkéw doprowadzi rozwigzanie do korica

albo

« wjednym uktadzie wspétrzednych naszkicuje wykresy funkji f(x) =|x — 2| oraz g(x) = x(x — 2)
oraz zaznaczy punkty wspdlne obu wykresow.

Zdajacy otrzymuje

gdy rozwigze zadanie do konca i poda odpowiedz: —1 i 2.

Uwaga
Jesli zdajacy opusci symbol wartosci bezwzglednej, nie uwzgledniajac w zaden sposob przedziatu,
w ktorym odpowiednie wyrazenie jest nieujemne (ujemne), to otrzyma 0 punktow.
W szczegolnodci 0 punktéw przyznamy za ponizsze rozwigzanie:
|x — 2| = x(x —2),
(x—=2)=x(x—2) lub (—x+2) = x(x—2)
(x—2)(1—x)=01lub (x—2)(x+1)=0
(x=21ubx=1)lub (x=2 lub x =—1),

x=—1lub x=11ub x=2.
Zauwazmy jednak, ze zastosowanie takiego algorytmu, ale polgczone ze sprawdzeniem otrzymanych
wynikéw (metoda ,,analizy starozytnych”) moze by¢ traktowane jako rozwiazanie poprawne.

Zadanie 7. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
V. Rozumowanie P7.3. Planimetria.
i argumentacja. Zdajacy rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje (takze w kontekstach
praktycznych) cechy podobienstwa trojkatow.
lub

P6.1. Trygonometria.
Zdajacy wykorzystuje definicje i wyznacza wartosci funkcji sinus, cosinus
i tangens katéw o miarach od 0° do 180°.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Przykladowe rozwiazania

Niech a =|AB| i b=|AD| beda dlugosciami bokéw oraz 2¢ = |BD| - dlugos$cia przekatnej BD
réwnolegtoboku ABCD.

Wtedy teze mozemy zapisa¢ w postacia = by/3.

Punkt S przeciecia przekgtnych réwnolegloboku jest érodkiem kazdej z tych przekatnych, wiec| BS| = c.
Trojkaty ABD i SCB sa prostokatne i maja rowne katy ostre przy wierzchotkach A i S, co wynika
z zalozenia. Zatem s3 to trdjkaty podobne. Stad otrzymujemy

AD| _[BS| b _
BD| ~ [c| " 2¢ T b

wiec
b = 2%
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ABD otrzymujemy

|AB|=|AD[ +|BD,

czyli

a=b*+Qcf =Vb*+ 42 = Vb2 +2b% = by/3.
To konczy dowdd.
Uwaga

Zaleznos$¢ miedzy wielkosciami b i ¢ mozemy tez otrzymac, korzystajac z funkcji tangens kata «
w trojkatach prostokatnych ABD i SCB.

_|BD] _ 2¢ _IBCl _
tga = =7} oraz tga = |SB| =

Stad otrzymujemy % = % Dalej jak poprzednio.
Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... ... . .
Zdajacy

o zapisze, ze trojkaty ABD i SCB s3 podobne

albo

» zapisze funkcje tangens kata @ w trojkatach prostokatnych ABD i SCB.

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania .
Zdajacy zapisze réwno$¢ wynikajaca z podobienstwa trojkatéw lub przedstawienia tga za pomoca
dwdch rownosci, np. % = % lub tger = 2.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Zadanie 8. (0-3)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
V. Rozumowanie R2. Wyrazenia algebraiczne. Zdajacy:
i argumentacja. 1) uzywa wzoréw skréconego mnozenia na (a + b)° oraz a’ + b>;

3) rozktada wielomian na czynniki, stosujac wzory skroconego mnozenia
lub wylaczajac wspdlny czynnik przed nawias.

Przykladowe rozwigzania

I sposob
Nieréwnosé 3x> + 3y° > 2x%y + 2xy? mozemy zapisaé w postaci réwnowaznej
3(x3 + %) > 2xy(x +y),
3(x+ )62 — xy + %) > 2xp(x + ).
Poniewaz liczby x i y s3 dodatnie, wiec liczba x + y tez jest dodatnia. Mozemy zatem obie strony
nieréwnosci podzieli¢ przez x + y i otrzymujemy nieréwnos¢ rownowazng
3(x2 — Xy +y2) > 2xy,
3x% — 5xy+3y* > 0,
x*— ixy +y% >0,

5 25 11

(x— 6Y> + 3607 >0

2
Ta nieréwnos¢ jest prawdziwa, gdyz jej lewa strona jest sumg liczby nieujemnej ( - % y) oraz liczby
dodatniej % 2. Stad prawdziwa jest teza.
To koniczy dowod.

I1 sposob
Nieréwnosé 3x® + 3y° > 2x%y + 2xy? mozemy zapisaé w postaci réwnowaznej

3(x3 +y3) > 2xy(x +y),
3(x+ y)<x2 —xy+ yz) > 2xy(x+y),
(x+y)[ (x —xy+y ) 2xy] > 0.

Poniewaz liczby x i y s3 dodatnie, wiec liczba x + y tez jest dodatnia. Zatem powyzsza nier6wnosc jest
réwnowazna nieréwnosci 3x* — 5xy + 3y* > 0, ktérag mozemy dalej przeksztalci¢ rownowaznie:

3x% — 5xy + 3> —xy +xy > 0,
3x% — 6xy + 3y* + xy > 0,
3(x—y)* +xy > 0.
Poniewaz liczby x, y sa dodatnie, wigc takze ich iloczyn jest dodatni. Zatem ta nieréwnos¢ jest

prawdziwa, gdyz jej lewa strona jest sumg liczby nieujemnej 3 (x — y) oraz liczby dodatniej x - y. Stad
prawdziwa jest teza.

To koniczy dowod.

Uwaga

Zdajacy moze potraktowal wyrazenie 3x*— 5xy+3y* jako tréjmian jednej zmiennej, np. x
z parametrem y. Wtedy wyréznik A =25y —4-3-3y =—11y> < 0 tego tréjmianu jest ujemny,
a skoro wspolczynnik przy x? jest dodatni, to tréjmian ten przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat oceniania I i IT sposobu

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy

o przeksztalci nierowno$¢ w taki sposob, ze wspdlny czynnik (x + y) wystapi po obu stronach,
i zapisze, ze wyrazenie (x + y) jest dodatnie

albo

o przeksztalci nierowno$¢ w taki sposob, ze wylaczy wspdlny czynnik (x + y) przed nawias i zapisze,
ze wyrazenie (x + y) jest dodatnie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy

o zapisze tréjmian dwoch zmiennych jako sume kwadratéw, np. 3<x — % y)2 +3- % 2

albo

o zapisze tréjmian dwoch zmiennych jako sume kwadratu wyrazenia i iloczynu przyjmujacego
wartosci dodatnie, np. 3(x + y)* + xy

albo

«  wyznaczy wyréznik tréjmianu 3x* — 5xy + 3y? i naszkicuje wykres lub obliczy wyréznik i w inny
sposob opisze, ze wykres tréjmianu lezy nad osig Ox.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy przeprowadzi pelne rozumowanie.

I11 sposéb
Poniewaz liczby x i y s3 dodatnie, to 3x> > 2x> i 3y> > 2y°. Zatem 3x° + 3y° > 2x° 4+ 2y°. Jesli
udowodnimy, ze
2x° +2y° > 267y + 2xy°,
czyli

3> x%y+xy2,

x®+ y
to tym samym udowodnimy naszg teze.
Te nierownos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowaznej
x3—x2y+y3—xy
2 (x=y) =y (x—y)
(=) =y =0,
(x =)+ y)x =y >0,
(x=3) (x+3)=0.
Ta nieréwno$¢ jest prawdziwa, gdyz pierwszy czynnik iloczynu (x — ) (x + y) jest nieujemny, a drugi
dodatni. To konczy dowdd.

2 0,

>
= 0,

Schemat oceniania III sposobu

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy  zapisze  oszacowanie  prowadzace do  rozkladu na  czynniki, np.
3x% +3y° > 2x° +2y° > 2x%y + 2y,
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy zapisze lewa strong nierdwnosci otrzymanej w wyniku oszacowania w postaci iloczynowe;j,

np. 2(x2 — y?)(x — ) = 0.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Rozwiazanie pelne 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi petne rozumowanie.
Zadanie 9. (0-3)
Wymaganie ogdlne Wymagania szczegdélowe
IV. Uzycie i tworzenie |5. Ciagi. Zdajacy:
strategii. P4) stosuje wzdr na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu
geometrycznego.
R3) rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

Przykladowe rozwiazania

Przyjmijmy, ze q jest ilorazem ciaggu (a,,). Zauwazmy, Ze aby spelnione mogly by¢ warunki zadania, to
ciag (a,) musi by¢ zbiezny do 0, czyli musi by¢ || < 1. Ponadto a; > 0, stad g € (0,1).
dp _ 419 ag _ 419

Wtedya, +as+ag+ - = - orazastagtapt+ - = I—q i gt
a1 g9
1-4° aiq 1— q4
Zauwazmy, Ze rOwnanie 3~ = 10 mozna zapisa¢ w postaci rOwnowaznej = ad 10.
a,q - 1
liq4 !
1—¢°)(1+4°
( 1 >< 1 ) = 10, czyli

Po skrdceniu i skorzystaniu ze wzoréw skréoconego mnozenia dostajemy: 5 5

e 9*(1-q’)

72(1 = 10. Prowadzi to do réwnania kwadratowego 99 = 1, ktérego pierwiastkami sa liczby: —%
1

oraz 3.

Tylko g = % spelnia warunki zadania (q € (0,1)).

Uwaga
Roéwnanie

arq .1—q4

2 3
—q  a1q
4 lub 5, np. 10q2(1 — q2> =1—g* lub 104> (1 — qz) = q(l — q4>. Woéwczas istotnym elementem
rozwigzania bedzie jego réwnowazne przeksztalcenie do postaci iloczynowej, odpowiednio

(1—4%)(9g> = 1) =0 lub (1 —4?)(9g> — 1) =o.

= 10 mozna przeksztalci¢ do postaci réwnania wielomianowego stopnia

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt

Zdajacy wykorzysta wzor na sume szeregu geometrycznego i zapisze dwa rdwnania opisujace
nieskonczone sumy szeregu zbieznego jako odpowiednie utamki algebraiczne, np.:
a4

1—gq

a2+a4+a6+...= 1i2q2; a4+a8+a12+...= 7 -

Pokonanie zasadniczych trudnoéci zadania .
Zdajacy

» zapisze réwnanie kwadratowe zmiennej g, np. 9q2 —1=0

albo

o zapisze rownanie wielomianowe w postaci iloczynowej, np. (1 - q2)<9q2 — 1) =0 lub

q(1—¢*)(9¢*~1)=0.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Rozwigzanie pelne

Zdajacy wyznaczy rozwigzania rdwnania i wskaze poprawnie to, dla ktérego ciag spetnia warunki

zadania: 3

Zadanie 10. (0-5)

Wymaganie ogdlne Wymaganie szczegolowe
IV. Uzycie i tworzenie R7.5. Planimetria.
strategii. Zdajacy znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich
z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia kosinuséw.

Przykladowe rozwiazania

I sposéb
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

A 12 B
Z twierdzenia cosinusow w trdjkatach ABD i BCD otrzymujemy odpowiednio
d>=122+10*>—2-12-10 cos60° oraz d*> = x*+y*—2-x-y-cos 120°,
P =122+10>-2-12-10 5 oraz d>=x>+y*—2-xy-(—3)
d*> =124 oraz d* = x* + y* + xy.
Stad otrzymujemy réwnanie x* + y* + xy = 124.

Poniewaz czworokat ABCD jest opisany na okregu, wiec otrzymujemy drugie réwnanie z tymi samymi

niewiadomymi
x+10=y+12,

x=y+2
Rozwigzujemy uklad réwnan {f:—'— ; _2;; =124
(y+2 +y>+(y+2)y = 124,

Y +ay+4a+y 4+ +2y—124=0,
3y + 6y — 120 =0,
y2+2y—40 =0,
(y+1)7—41=0,
(y+1—Va1)(y+1+/41)=0.
Drugi czynnik iloczynu (y +1—/41 )(y +1+ /41 ) jest dodatni, wiec
y+1— \/ﬁ =0,
y= J41— 1.

Wtedyx =y+2=/41+1
Dlugosci bokéw BC i CD tego czworokata sa réwne |BC|=+v41+11i|cD|=V/41 -1
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Schemat oceniania I sposobu

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania 1 pkt

Zdajacy

o wyznaczy dtugos¢ przekatnej BD lub jej kwadrat, np. |BD‘2 =124

albo

» skorzysta z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu i zapisze zalezno$¢ miedzy bokami BC
i CD, np.|BC|+ 10 =|CD|+ 12

albo

o zapisze rzc’)wnanie2 z dwierrzla niewiadomymi wynikajace z twierdzenia cosinuséw dla trojkata BCD,
np.|BD|” =|BC[ +|CD[ = 2-|BC|-|CD| cos 120°.

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy

«  obliczy dtugo$¢ przekatnej BD lub jej kwadrat| BD |2 oraz zapisze rownos¢ z dwiema niewiadomymi
wynikajacg z twierdzenia cosinuséw w tréjkacie BCD

albo

o obliczy dlugos¢ przekatnej BD lub jej kwadrat |BD|2 oraz zapisze zalezno$¢ miedzy dlugosciami
bokéw BC i CD wynikajacg z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu

albo

o zapisze réwnos¢ z dwiema niewiadomymi wynikajaca z twierdzenia cosinusow w tréjkacie BCD
oraz zapisze zalezno$¢ miedzy bokami BC i CD wynikajacg z twierdzenia o czworokacie opisanym
na okregu.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy zapisze réwnanie z jedng niewiadoma prowadzace do wyznaczenia dlugosci ktérego$ z bokow
czworokata, np. 3 - | CD|2 +6-|CD|—120=0.

Rozwigzanie prawie pelne

Zdajacy rozwigze réwnanie z jedng niewiadoma prowadzace do wyznaczenia dlugosci ktoregos
z bokow czworokata.

Rozwigzanie pelne

Zdajacy obliczy dlugosci bokéw BC i CD czworokata: |BC|=y41+1i|CD|=v41 — 1.

I1 sposob
Niech S bedzie srodkiem okregu wpisanego w ten czworokat. Poprowadzmy promienie tego okregu

do punktow stycznosci z bokami czworokata i przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
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Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Z twierdzenia o odcinkach stycznych otrzymujmy|AE |= =|cG|i|DG| = |DH]|.
Srodek okregu wpisanego w czworokat jest punktem przeciecia dwusiecznych katéw tego czworokata,
wiec trojkaty prostokatne AES i AHS maja przy wierzchotku A katy réwne 30°. Sg to wigc potowy
trojkata rownobocznego. Zatem
|AE|=|AH|=r/3,
skad
|BE| =|BF| = 12 — ry/3 oraz| DH| =|DG| = 10 — /3.
Podobnie tréjkaty CFS i CGS to polowy tréjkata réwnobocznego, wigc
x =|CG|=|CF|= .
Zatem /3 V3 /3
|BC| = 12—1’\F3+%= 12—%roraz|CD|= 10—rﬁ+%= 10 — 233 r.
Pole wielokata opisanego na okregu jest rowne iloczynowi polowy obwodu tego wielokata i promienia
okregu wpisanego w ten wielokat. Stad

PABCD:%<12+10+12— 2\3{5 2\3/§r>~r=%< 4\3{5 r)-r=22r——2\3/g re.
Z drugiej strony pole czworokata ABCD jest suma pol trojkatow ABD i BCD, a wigc jest réwne
PABCD:PABD+PBCD:%' 12-10-sin60° +% (IZ—i )( 2\/§ >~sin120° =

:%~12~10-§+%<12—2‘[ ) (10_2\F ) *g —30f+<30— 11*Fr+3 >ﬁ=

=60v/3 — 11r+‘?r2
Otrzymujemy wigc rownanie
22r—23ﬁr2 =603 —11r+ { r2,
V3rt=33r+60y3 =0,
r?—11/3r+60 =0,

113 +/123 b r 11f «/12
2

r:
Gdy r= B3 HV123
|BC|:12—#r=12—2\3{§- 115?123 =12—M:1—\/ﬁ<o,
co jest niemozliwe.
Gayr = 11f \/12
|BC|:12_—2\SE¢:12_2‘3/§.11‘/55\/@:12—%:1%-@01@2

o ro_ o 33-3V41 _
|cD|= 10 rfs+ﬁ—1o 3 = /41

Odp. Dhugosci bokéw BC i CD tego czworokata sg réwne |BC| = J4l1+11i|cD|= /41 —

Schemat oceniania II sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego rozwiagzania
zadania 1 pkt

Zdajacy wyrazi dlugos¢ co najmniej jednego z odcinkéw stycznych do okregu wpisanego w ten
czworokat w zaleznoéci od dtugosci jego promienia, np. |AE| = ry/3.
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Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy wyrazi dtugosci bokéw BC i CD czworokata w zalezno$ci od dlugosci promienia wpisanego

24/3
r.

w ten czworokat: |BC| = 12 — 2\35 roraz|CD|= 10 — 3

Pokonanie zasadniczych trudno$ci zadania 3 pkt
Zdajacy zapisze réwnanie z niewiadoma 7, np. > — 11/3r+60 = 0.

Rozwigzanie prawie pelne 4 pkt
Zdajacy rozwigze réwnanie z niewiadomga r, np. r = M lubr = M
Rozwigzanie pelne 5 pkt

Zdajacy obliczy dtugosci bokéw BC i CD czworokata: |BC|=+v41+11i|cD|=V41 -1

Zadanie 11. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe

IV. Uzycie i tworzenie | R3. Réwnania i nieréwnosci. Zdajacy:
strategii. 1) stosuje wzory Viete'a;
2) rozwigzuje réwnania i nierdéwnosci liniowe i kwadratowe z parametrem.

Przykladowe rozwigzanie

Poniewaz x>+ (m —1)x+ 1 —m? = 0 jest réwnaniem kwadratowym z niewiadomg x dla kazdej
wartoéci parametru m, wigc ma ono dwa rozne rozwigzania rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy
A >0, czyli

(m—1—4-1-1—m? >0,

(m—17+4(m+1)-(m—1) >0,
m—1)(m—1+4(m+1) >0,
(m—1)(5m+3) >0,
3
me (—00, — g)U(l, + o).
Warunek 2x 12 + x23 = x13 + 2x22 mozemy zapisa¢ w postaci rOwnowaznej
206 = %) = x> — %2,
2(x1 — 1) (1 + X2) = (%1 — x2) (1% + x5 + x2).

Poniewaz x; # x;, wiec x; — x, # 0. Mozemy zatem podzieli¢ obie strony otrzymanej rownosci przez
X1 — X, otrzymujac
2(X1 + XZ> = x12 + X1X2 + .X22,
Z(Xl + .sz) = (x1 + XZ)Z — X1X).
Ze wzorow Vietea otrzymujemy
_,.m=1 _(_m—l)z_ 1 —m?
| 1 1 >
—2(m—1)=(m— 1 +(m*—1),
m—1Dm—14+2+m+1)=0,
(m—1)2m+2)=0,

m=1Ilub m=-—1.

Sposréd otrzymanych liczb tylko m = —1 nalezy do zbioru <—OO, — %) U(1, +o0). Zatem szukang
wartoscig jest m = —1.
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Schemat oceniania
Rozwigzanie sklada sie z trzech etapdw.
Pierwszy etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A > 0:m € (— o0, — %) U(1, +oo).
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajgcy otrzymuje 1 punkt.
Drugi etap polega na rozwigzaniu réwnania 2x12 + x23 = x13 + 2x22 .
Za te czes¢ zdajacy moze otrzymac 3 punkty:
1 punkt zdajgcy otrzymuje za zapisanie rOwnania w postaci:
2(x1 — x2)(x1 + x3) = (31 — x2) (1% + x1 205 + x57).
2 punkty zdajacy otrzymuje za doprowadzenie do réwnania kwadratowego z niewiadoma m:
—2m—1)=(m—1+(m>—1).

3 punkty zdajacy otrzymuje za wyznaczenie miejsc zerowych tréjmianu:

m=11lub m=—1.
Trzeci etap polega na wyznaczeniu szukanej wartosci parametru m z uwzglednieniem wszystkich
warunkow: m = —1. Za t¢ cz¢$¢ zdajacy moze otrzymac 1 punkt.
Uwaga

1) Zdajacy nie musi rozwigzywac¢ nierownosci A > 0, o ile sprawdzi, czy dla znalezionych rozwigzan
tréjmian ma 2 rozne pierwiastki. W takiej sytuacji moze otrzymac 5 punktow.

2) Zdajacy moze zapisa¢ rownanie 2(x; — xp)(x; +x3) = (x; — x,)(x 2+ x1x, + x,2) W postaci
(1 — xz)[Z(xl +x5)— (x> +x1x,+ xz)z] =0 i rozwaza¢ alternatywe x;—x, =0 Ilub
2(x1 4 x5) — (x 2+ x1x5 + x2)2 = 0, tym samym nie dostrzega¢, ze pierwiastki z zalozenia maja by¢
rézne. Jesli wowczas pominie warunek x; — x, = 0 lub w jego rozwigzaniu popelni bledy, to za t¢
cze$¢ rozwigzania bedzie mogt otrzymac¢ maksymalnie 2 punkty.

Zadanie 12. (0-5)

Wymaganie ogélne Wymagania szczegélowe

IV. Uzycie i tworzenie | R2.5. Wyrazenia algebraiczne.

strategii. Zdajacy wyznacza dziedzing prostego wyrazenia wymiernego z jedna
zmienng, w ktéorym w mianowniku wystepuja tylko wyrazenia dajace sie
tatwo sprowadzi¢ do iloczynu wielomianéw liniowych i kwadratowych.
R6.6. Trygonometria.

Zdajacy rozwigzuje réwnania i nieréwnosci trygonometryczne typu

sin2x = %, sin 2x 4+ cosx = 1, sinx + cosx =1, cos 2x < %

Przykladowe rozwiagzania

Réwnanie ma sens tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek: 1 — sin®x # 0, czyli sinx # 1.

W przedziale (0,27) tylko dla x = % zachodzi rowno$¢ sinx = 1. Zatem rozwigzan réwnania
poszukujemy w zbiorze <O, %) U (%, 27).

I sposéb
Zauwazmy, ze robwnanie, z dokladnoscia do dziedziny, mozna przeksztalci¢ réwnowaznie, otrzymujac

kolejno: 5(1 —sin®x) + sinx — 1

(1 —sinx)(1 + sinx + sin?x) %

5(1 —sinx)(1 +sinx)+sinx—1

(1 —sinx)(1 +sinx +sin’x) 2
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(1—sinx)[5(1 +sinx)—1]
(1—sinx)(1 +sinx +sin’x)
S5sinx+4
1+ sinx + sin’x

=2
Oczywiscie wyrazenie 1+ sinx +sin®x jest zawsze rézne od 0. Pozwala to zapisaé powyzsze
réwnanie w postaci 5sinx + 4 = 2 (1 + sinx + sin®x) i dalej przeksztatca¢:
2sin*x —3sinx—2 =0,
2sin®x + sinx — 4sinx —2 = 0,
2 sinx(sinx + %) - 4<sinx + %) =0,
2<sinx + l)(sinx —2)=0
2 .

Zatem )
sinx =—> lub sinx = 2.

. . Lo . . . T T
Drugie z tych réwnan jest sprzeczne, natomiast pierwsze ma w zbiorze <0, 7)U(7, 271) dwa

. . _7r _ 1w
rozwigzania: x = g5, x =~ .
II sposéb 2
.. 2 .2 . . . .. ,5(1—t)+t—1_
Po podstawieniu cos“x = 1 —sin“x oraz t = sinx réwnanie przyjmuje postac =2.

3
Ma ono sens dla kazdej liczby rzeczywistej t # 1. Po pomnozeniu obydwu stron tegolr('mfnania przez
1—£ otrzymujemy

50— +t—1=201—1),
200 =57+t +2=0,
202 =22 =32+ 3t =2t +2 =0,
2t2(t—1)—=3tt—1)—2(t—1) =0,
(t— 1)@ =3t—2)=0.

Stad
t—1=0 lub 262 —3t—2=0.

Poniewaz t # 1, wiec pozostaje rozwigzaé tylko réwnanie kwadratowe 2t* — 3t — 2 = 0. Mozemy to
zrobi¢ np. metodg grupowania:

22 —3t—2=0,
202+t —4t—2=0,
t2t+1)—2Q2t+ 1) =0,
Qt+1)(t—2)=0

Stad )
ft=21lub ¢t ==
czyli )
sinx =—> lub sinx = 2.

Drugie z tych réwnan jest sprzeczne, natomiast pierwsze ma w zbiorze {0, 21) dwa rozwigzania:

_ 7 __ 1ln
¥=T60 X="6
Uwaga

Zdajacy moze tatwo zauwazy¢, ze pierwiastkiem réwnania 2t° — 5t*+t+2 =0 jest liczba t =1
i podzieli¢ ten wielomian przez dwumian ¢ — 1. Wtedy

203 =52+t +2=(t—1)2* = 3t—2).
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Réwnanie 2t° — 5t2 + t+2 = 0 jest wiec réwnowazne alternatywie: t — 1 =0 lub 2t> — 3t —2 = 0.

Stadt =1 lub t=—% lub t =2, czylisinx = 1 lub sinx=—% lub sinx = 2.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania .1 pkt

. o . T
Zdajacy wyznaczy dziedzine réwnania: <O, 7) U (7, 2m).

Uwagi

1. Zdajacy nie musi zapisa¢ dziedziny, jesli z dalszego rozwigzania wynika, ze korzysta z faktu, iz
mianownik nie moze przyjmowac¢ wartosci 0, np. odrzuca rozwigzanie t = 1 w drugim sposobie
rozwigzania.

2. Przyznamy réwniez punkt za zapis x # % + 2km, gdzie k jest dowolna liczbg catkowitg, lub sin x # 1.

Rozwiazanie, w ktérym jest istotny postep

Zdajacy

o skorzysta ze wzoréw skroconego mnozenia, dokona odpowiedniego uproszczenia i zapisze
rOwnanie w postaci ulamka algebraicznego, w ktérym wystepuje tylko jedna funkcja
5sinx +4 _
sinx + sinx

trygonometryczna (zmienna) w potedze nie wyzszej niz 2, np. T
albo
o zapisze rownanie w postaci wielomianu stopnia 3 zmiennej ¢ i poda jeden z jego pierwiastkéw, np.
20 =52 +1t4+2=0, t= 1.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania .
Zdajacy
o  zapisze i rozwiaze otrzymane réwnanie kwadratowe, np. 2 sin’x — 3sinx —2 = 0:
sinx =2 lub sinx :_%
albo
o rozwigze rownanie wielomianowe:t =1, t =2, t = -
Rozwigzanie prawie pelne
Zdajacy
o zapisze, ze wynikiem sa dwa rozwigzania réwnania sinx = —% w przedziale {0, 27) i wskaze je na
wykresie
albo
o poda wyniki w postaci: x = %n + 2km, x = 1—617t + 2km
Rozwigzanie pelne

Zdajgcy wyznaczy rozwigzania réwnania w zadanym przedziale: <, — ¢~

Uwaga

1. Jesli zdajacy rozwigzuje zadanie korzystajac ze wzordw skroconego mnozenia i nie zapisuje
na zadnym z etapow, ze musi by¢ spelniony warunek sinx # 1, to moze otrzyma¢ maksymalnie
4 punkty.

2. Jesli zdajacy nie wyznacza dziedziny i jako rozwigzanie (np. przy korzystaniu z II sposobu) podaje
dodatkowo rozwigzania réwnania sin x = 1, to moze otrzyma¢ maksymalnie 3 punkty.
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Zadanie 13. (0-5)

Wymaganie ogolne Wymagania szczegélowe
II1. Modelowanie 10. Elementy statystyki opisowej. Teoria prawdopodobienstwa
matematyczne. i kombinatoryka. Zdajacy:

P3) oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac
klasyczng definicj¢ prawdopodobienstwa.

R1) wykorzystuje wzory na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji

i wariacji z powtdrzeniami do zliczania obiektéw w bardziej ztozonych
sytuacjach kombinatorycznych.

Przykladowe rozwigzanie

Aby zliczy¢ liczbe wszystkich elementéw tego zbioru, zauwazmy, Ze:

o gdy pierwszg cyfra w zapisie jest 3, to na pozostatych miejscach jej zapisu dziesietnego moze sta¢
dowolna z trzech cyfr zbioru {1, 2, 3}; takich liczb jest wiec 3°;

o gdy pierwszg cyfra w zapisie jest 2, to:

- gdy na drugim miejscu jest 3, to na pozostatych miejscach jej zapisu dziesigtnego moze stac
dowolna z trzech cyfr zbioru {1, 2, 3}; takich liczb jest wiec 3%

- gdy na drugim miejscu takze jest 2, to na trzecim miejscu musi sta¢ 2 lub 3, a na pozostalych
miejscach jej zapisu dziesietnego moze sta¢ dowolna z trzech cyfr zbioru {1, 2, 3}; takich liczb
jest wiec 2 - 3°,

Zatem|Q2|=3°+3*+2-3>=3%.(9+3+2)=27-14 = 378.

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na wylosowaniu liczby ze zbioru opisanego powyzej (£2),
w ktorej zapisie dziesigtnym kazde dwie sasiednie cyfry roznig si¢ o 1.
Rozwazmy przypadki:
» pierwsza, liczac od lewej strony, cyfra wylosowanej liczby jest 2.
Wtedy mamy 4 takie liczby. Kolejne cyfry tych liczb zilustrujmy na ponizszym schemacie.

1—2<;
2—3—2<i |
3-2<)

o pierwsza cyfra wylosowanej liczby jest 3.
Wtedy mamy 4 takie liczby. Kolejne cyfry tych liczb zilustrujmy na ponizszym schemacie.

Zatem|A|=4+4 =38

Wszystkie zdarzenia elementarne, polegajace na wylosowaniu jednej liczby, s3 jednakowo
prawdopodobne, wiec korzystajac z klasycznej definicji prawdopodobienstwa otrzymujemy:

8 4
P(A) = 57714 = 189

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ w istocie do zliczenia elementéw w dwdch réznych schematach
kombinatorycznych. Dlatego ocenianie bedzie obejmowalo niezaleznie trzy etapy.
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Pierwszy etap obejmuje obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych (2 punkty).
Zdajacy otrzymuje
gdy

» opisze warunki, jakie musza by¢ spelnione, np. pierwsza cyfra musi by¢ ,,3” i pozostate dowolne
lub ,,2%, a nastgpnie ,,3” i dowolne lub uktad 2-2-2 lub 2-2-3 i pozostale dowolne

albo

+ obliczy, ile jest wszystkich liczb spetniajacych warunki zadania, gdy pierwsza cyfra jest ,3” (3°)

albo

« obliczy, ile jest wszystkich liczb spelniajacych warunki zadania, gdy pierwsza cyfra jest ,,2” i druga
237 (3%

albo

» obliczy, ile jest wszystkich liczb spelniajacych warunki zadania, gdy pierwsza cyfra jest ,,2” i druga
227 (2-3%).

Zdajacy otrzymuje

gdy obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: 378 (3° + 3%+ 233 lub14 - 3% itp.).

Drugi etap obejmuje obliczenie liczby zdarzen sprzyjajacych (2 punkty).
Zdajacy OtrZy MM e
gdy

« wypisze co najmniej dwie liczby spelniajace warunki zadania

albo

o wypisze wszystkie liczby, w ktérych zapisie cyfry réznig si¢ o 1 i nie uwzgledni warunku, ze maja
to by¢ liczby wigksze niz 222 000, lub poda, ile jest takich liczb: 16.

Zdajacy OtrzZy MU e 2 pkt
gdy wyznaczy liczbe zdarzen sprzyjajacych (8) lub je wszystkie wypisze.

Trzeci etap obejmuje obliczenie szukanego prawdopodobienstwa (1 punkt).

Zdajacy OtrzZy MU e 1 pkt

gdy obliczy szukane prawdopodobienstwo: 1379

Uwaga
Zdajacy otrzymuje punkt za III etap tylko wtedy, gdy otrzyma w sumie co najmniej 2 punkty za dwa
wczesniejsze etapy.

Zadanie 14. (0-5)

Wymaganie ogélne Wymaganie szczegotowe
IV. Uzycie i tworzenie |P9.1. Stereometria.
strategii. Zdajacy rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy
odcinkami (np. krawedziami, krawedziami i przekatnymi, itp.), oblicza
miary tych katow.
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Przykladowe rozwiazania

I sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Ze wzoru na dlugos¢ przekatnej kwadratu otrzymujemy
|AC|=|BD|= a2,
a z twierdzenia o odcinku faczacym s$rodki bokow trdjkata mamy

a«/E ay?2

1 .
|EF| = 5]AC|= 5=, wiec |EK| === =|DK|

Zatem
IBK| = ay/2 — a42 _ 362/5.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata BDS wynika, ze

1BS| = /|BDP +|DSI* =V (ay2) + a? = ay/3.

Trojkaty KBG i SBD sg podobne, gdyz oba sg prostokatne i maja wspdlny kat ostry przy wierzchotku B.
Stad otrzymujemy

kG| _|ps| . IKG|l _ 4
IkB| ~ [Bs|” ¥ 32 ay3
4

Stad

&‘

a.

W2 _ 6
4

_ 1 _
|KG|—\—3~ 4 a=

Zatem

S

ta:‘EK|: i _ W2 _ 3
Y7 IkGl T ale Ve 3

S

Stad otrzymujemy @ = 30°, a w konsekwencji | X{EGF| = 2a = 2-30° = 60°.

Uwaga
Zdajacy moze dazy¢ do zastosowania twierdzenia cosinuséw.

2 2
Wy 561 || = [T +TF — [42) +(242] = 242

W tym miejscu zdajacy powinien zauwazyd¢, ze trojkat EGF jest rownoboczny.
Ale mozna oczywiscie zapisac i zastosowac twierdzenie cosinusow:

\EF| = |EG[ +|FG[* — 2 |EG|-|FG|: cos2a),

czyli kolejno
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(- (e -

2
2 2 2 2
a a a
2 =2 T2y cose)
a®
Stad cos(2a) = 722 = %

Zatem | EGF| = 2a = 60°.

Schemat oceniania I sposobu

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania .1 pkt

Zdajacy

o wyznaczy dlugo$¢ odcinka EF w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy: #
albo

«  wyznaczy dhugo$¢ krawedzi BS w zaleznosci od dhugosci krawedzi podstawy: ay/3
albo

» zapisze, ze trojkaty BDS i BKG s3 podobne.

Rozwigzanie, w ktérym jest istotny postep 2 pkt

|KG| _ |Ds]

Zdajacy zapisze rownos¢ prowadzaca do wyznaczenia dtugosci odcinka KG, np. k8| — [BS|

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania 3 pkt

Zdajacy wyznaczy dtugos$¢ odcinka KG: @a.

Rozwigzanie prawie pelne 4 pkt

Zdajacy

e

» obliczy tangens potowy kata EGF: tga =

albo
. " 1z ay?2
+ obliczy dlugos¢ jednego z odcinkow EG lub FG: ——.

Rozwigzanie pelne 5 pkt

Zdajacy sformutuje odpowiedz: | L{EGF| = 60°.

I1 sposob
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

19z 23



Probny egzamin maturalny z Nowg Erg
Matematyka - poziom rozszerzony

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa i obliczamy dtugosci odcinkéw SE i BE:
2

|SE[* = |BEF = a*+ (%)

|SE|=|BE| =55

Zauwazmy, ze EG jest wysokoscig trojkata rownoramiennego BES.
Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej ostrostupa BS (przeciwprostokatna w trojkacie SDB):

IBSP = a® + (aﬁ)z
|BS|=ay/3

A nastepnie, ponownie z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy dtugos¢ EG.

EGE = (53] ~ (53]

EG| =452
Obliczamy dlugos$¢ odcinka EF (przeciwprostokatna w trojkacie EFD lub przekatna kwadratu o boku %).
|EF|=5v2

Z tego wynika, ze trojkat EFG jest rtownoboczny, a zatem | X{EGF| = 60°.

Schemat oceniania II sposobu

Rozwigzanie, w ktéorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania 1 pkt

Zdajacy

o wyznaczy dtugo$¢ odcinka EF w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy: #

albo

«  wyznaczy dtugo$¢ krawedzi BS w zaleznosci od ditugosci krawedzi podstawy: ay/3

albo

« wyznaczy dlugos¢ odcinka ES lub odcinka BE w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy: %ﬁ .

Rozwigzanie, w ktérym jestistotny postep ... ... .2 pkt
Zdajacy wyznaczy dlugosci przynajmniej 3 odcinkéow sposrod: EF, BS, ES i BE.
Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania . . .3 pkt

Zdajacy zauwazy, ze odcinek EG jest wysokoscig tréjkata réwnoramiennego EBS i wyznaczy jego
diugos¢: %\/5 .

Rozwigzanie prawie pelne 4 pkt
Zdajacy zauwazy, ze trojkat EFG jest rtownoboczny.
Rozwigzanie pelne 5 pkt

Zdajacy sformutuje odpowiedz: | L{EGE| = 60°.

Zadanie 15. (0-7)

Wymaganie ogolne Wymaganie szczegotowe
II1. Modelowanie R11.6. Rachunek rézniczkowy.
matematyczne. Zdajacy stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien
optymalizacyjnych.
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Przykladowe rozwiazania

a)

Kwadraty odleglosci punktu P od punktéw A, Bi C sg rowne

IPAf = (x— 0P +(2+2—6F =2+ x—8x2+ 16 = x* — 7x> + 16,

IPBf = (x— 2P + (> +2—0 =2 —dx+4+x* +4x2 +4 = x* +5x2 — dx + 8,

IPCI = (x — 4 + (x2 + 2 — 12)* = x® — 8x + 16 + x* — 20x2 + 100 = x* — 19x> — 8x + 116.
Zatem funkcja f jest okreslona wzorem

flx)=(x*—7x* +16) + (x* + 552 — 4x + 8) + (x* — 19x* — 8x + 116) = 3x* — 21x% — 12x + 140.

b)
I sposéb
Ramiona BA i BC kata ABC zawierajg si¢ w prostych o rownaniach y =—3(x—2) i y = 6(x —2).
Zatem wnetrze kata jest opisane ukladem nieréwnosdci y >—3x+6 i y > 6x— 12.
Punkt P = (x, x> + 2) lezy wewnatrz kata ABC wtedy i tylko wtedy, gdy jego wspotrzedne spelniaja ten
uktad nieréwnosci, czyli x> +2 >—3x+6 i x> +2 > 6x— 12.
Zauwazmy, ze nieréwno$¢ x* + 2 >—3x + 6 mozna przeksztalci¢ rGwnowaznie:
x*+3x—4>0,
(x—1)(x+4)>0.
Jest ona prawdziwa dla x € (—oo, —4) U(1, +).
Analogicznie przeksztalcajac nieréwnosé x* + 2 > 6x — 12 otrzymujemy:
x*—6x+14 >0,
(x—3)+5 > 0.
Jest ona prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér D = (—o0, —4) U(1, +o0).

I1 sposob
Aby wyznaczy¢ dziedzing danej funkcji, naszkicujmy w ukladzie wspotrzednych pétproste BA i BC,
ktore sa ramionami kata oraz parabole y = x? + 2, ktora jest zbiorem punktéw postaci (x, x* + 2).

B

?

-6 -4 -2 0 2 4 6 x

Wystarczy sprawdzi¢, dla jakich argumentéw x parabola lezy wyzej niz prosta AB, czyli rozwigzaé
nierdwnos¢:

xX*+2>-3x+6

xX*+3x—4>0
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(x+4)(x—1)>0
x € (—oo, —4)U(1, + o).
Zatem dziedzing funkcji jest zbidr D y = (—oo, —4) U(1, + o).

c
R)ozwaZmy teraz funkcje f(x) = 3x* — 21x* — 12x + 140 okreslong na zbiorze (— oo, —4) U (1, + o0).
Wyznaczamy pochodng f(x) = 12x° — 42x — 12 = 6(2x> — 7x — 2) i znajdujemy jej miejsca zerowe.
f(x) =0 e 2x> = 7x — 2 = 0, przy czym Dy = Dy
Zauwazmy, ze liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu 2x> — 7x — 2, zatem mozemy ten wielomian
podzieli¢ przez dwumian x — 2 i zapisa¢ go w postaci iloczynu:
200 —7x—2=(x—2)2x* + 4x + 1).

R R
2

Tréjmian kwadratowy 2x2+4x+ 1 ma dwa pierwiastki: x; = , Xy = fz, ale zaden

z nich nie nalezy do dziedziny funkeji ' (ani f).
Zatem f'(x) =0 = x = 2.

Badany znak pochodnej w jej dziedzinie:
fx)>0e=x>2
fx)<0e=x<—4Tub1<x<2
Zatem w kazdym z przedzialéw (—oo, —4), (1, 2) funkcja f jest malejaca, a w przedziale (2, +0)
funkcja f jest rosngca. Dla x = 2 funkcja f osigga minimum lokalne réwne f(2) = 80. Poniewaz
w przedziale (1, +o°) funkcja f ma jedno ekstremum lokalne i jest ciagta, wiec f(2) jest najmniejsza
wartoscig tej funkcji w tym przedziale. W przedziale (— oo, —4) funkcja f jest malejgca, wiec wystarczy
obliczy¢ N l_i)rp( f(x). Granica ta jest réwna

im flx)= xlﬁigl47(3x4 —21x% — 12x + 140) = 620.

Poniewaz lim f (x) = 620 > 80 = f(2), wiec f(2) jest najmniejszg warto$cig funkcji f.
M
Szukanym punktem P jest zatem P = (2, 2% + 2) = (2, 6).

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sklada si¢ z trzech etapow.

a) Pierwszy etap (1 punkt) obejmuje zapisanie kwadratéw odleglosci lub odlegtosci kazdego
2 wierzchotkéw od punktu P, np. |PA[" = (x — 0 + (2 + 2 — 6)*, | PB[ = (x — 2 + (x> + 2 — 0)",
|PC |2 =(x— 4)2 +(x2+2— 12)2 oraz poprawne rozwinigcie i zapisanie wzoru funkgji f.
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b) Drugi etap (2 punkty) obejmuje wyznaczenie dziedziny funkcji, co wigze sie z geometryczng

interpretacja zadania (rozwigzanie ukladu nieréwnosci lub analiza polozenia paraboli wzgledem
ramion kata).

Uwaga

Zdajacy za ten etap otrzyma 1 punkt, jesli narysuje poprawnie rysunek i zapisze warunek
x> +2>—3x+6 (lub réwnowazny) lub zapisze dwa warunki: xX2+2>-3x+6ix*+2>-3x+6
(Iub réwnowazne).

¢) Trzeci etap (4 punkty) sktada sie z czterech czesci:

wyznaczenie pochodnej funkdji f: f'(x) = 12x> — 42x — 12 (1 punkt)

obliczenie miejsc zerowych £
_J2-2  _—/2-2
>3 2

X1=2,X%=">5
analiza znaku pochodnej funkcji f, wyznaczenie przedzialéw monotonicznosci f i uzasadnienie, ze
dla x = 2 funkcja f osigga minimum lokalne w przedziale (1, +o0) (1 punkt)

X3 (1 punkt)

uzasadnienie, ze dla x =2 funkcja f osigga warto$¢ najmniejsza w calej dziedzinie, oraz
wyznaczenie wspdtrzednych punktu P = (2, 6) (1 punkt)
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