MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 1. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (1 pkt)
(¥* =3-2)(x* -3+2)
(x+1)(x2—x+1)
(x—x/g)(x+\/§)(x—1)(x+l)>0 N

(x+1)(x2—x+l) o A5 1 N~ x
(x—\/g)(x+x/§)(x—1)

(xz—x+1)

Uczen korzystajac z wzoroéw skroconego mnozenia otrzymuje

> 0, uwzgledniajgc dziedzine x e <—\/§; - 1) U (—1; 1y <\/_, —oo).
Odpowiedz: D.
Zadanie 2. (1 pkt)

Jezeli miary katow trojkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny, to katy maja miary 30°, 60°, 90°. Obwod jest
rowny 2a + a + a3 =3a+a\3 = a(3 + \/3), zatem

a(3 + \/g) = 12(3 + \/5), wiec a = 12. Pole trojkata jest rowne % 121243 = 7243.

Odpowiedz: D.

Zadanie 3. (1 pkt)

Obliczamy
(1 ‘- . n*t—8n—n' — _ 4n -
im| L0 12n+5 im " 8n—n"+12n 5=hmn 5=1.
n—>wo| 4 4n n—»0 4n n>wo  4p
Odpowiedz: D.
Zadanie 4. (1 pkt)
20-x—(x —4) 44 o o .
f(x) = > = ——— Pochodna nie zeruje sig, zatem funkcja nie osigga ekstremum. Pochodna jest
X X

dodatnia w kazdym z przedzialow (—oo; 0); (0; o), zatem funkcja jest rosngca w kazdym z przedziatow (—oo; 0);
(0; ), aniew R — {0}.

Odpowiedz: D.

Zadanie 5. (2 pkt)

Uczen zauwaza, ze a,,, — a

n

4 . . . . 4 .
= r% zatem ciag (a,) jest arytmetyczny, w ktoryma, =161 r = IS Korzystajac z wzo-

ru na sumg n kolejnych poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
2-16+99- 4

2a, +(n—-1)r . 9
S, =| S |n. otrzymujemy S,,, = —————=+100 = 3800.

Odpowiedz: 3 8 0
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Zadanie 6. (2 pkt)

Wiedzac, ze stosunek pierwiastkow jest rowny 1 : 2 : 3, to x, = a, x, = 2a, x; = 3a. Korzystajac z wzoréw Viete’a
dla rownania trzeciego stopnia otrzymujemy x, + x, +x; = 12, zatem

a+2a+3a=12, wiec a = 2, wobec tego x,* + x,° + x;°> = 23 + 43 + 6° = 288. Zadanie mozna rowniez obliczy¢
poréwnujac wielomiany x* — 12x? + px + g = (x — a)(x — 2a)(x — 3a).

Odpowiedz: 2 8 8

Zadanie 7. (3 pkt)

Przedtuzajgc ramiona BC 1 AD czworokata ABCD do przecigcia si¢ w punkcie Ve
E otrzymamy trojkat prostokatny rownoramienny, w ktdérym przeciwprostokat- N C
na AB ma dhugos¢ 10+/2, zatem ramiona trojkata AE 1 BE maja dtugosci 10 cm. D

Pole A4ABE jest rowne 50 ¢cm?, a pole ACDE 4 ¢cm?. Odejmujac od pola AABE
pole ACDE otrzymujemy pole czworokata ABCD, ktore wynosi 46 cm?. A B

11 sposoéb.

W2 [45°

B

D
1 10\/7 CI

(3v2) +3\/§+4\/§'3\/§+(4\/§)

Pipen =Pipp+EBycen+ Fope = 2 5 T:9+21+16:46

Punktacja:

1 — zauwazenie, ze ramiona 4D 1 BC mozna przedtuzy¢ i obliczenie dtugosci bokow A4BE.
1 — obliczenie pola ACDE

1 — obliczenie pola ABCD

Zadanie 8. (3 pkt)

Uczen korzysta z wzorow skroconego mnozenia. Z: n € N,

(n+2)—n*=[(n+2)?—n2[(n+ 2>+ n?] = [0+ 4n + 4 —n][n® + 4n + 4+ n?] = (4n + 4)2n? + 4n + 4) =
=8(n+ (2 +2n+2)=8(n+ 1)((n +1)2+ 1), zatem liczby tej postaci dziela si¢ przez 8 i jedna z liczb n + 1 lub
n®+ 2n + 2 dzieli sie przez 2, wiec liczba (n + 2)* — n* dzieli si¢ przez 16.

Punktacja:

1 — zastosowanie wzorow skroconego mnozenia

1 — doprowadzenie wyrazenia do postaci iloczynowej 8(n + 1)(n? + 2n + 2)
1 — uzasadnienie, ze jedna z liczb n + 1 lub (n + 1)* + 1 dzieli si¢ przez 2

Zadanie 9. (3 pkt)
Uczen oblicza pochodna funkcji
2 6x(x* +3)—(3x* +1)-2x 3 _ —6x° —
f(x) = 3)2 1 = f'(x) = ( ) ( 5 ) _ o~ 18« 6)2 2x__ I - Oblicza punkty,
X +3 (x2 + 3) (xz + 3) (x2 + 3)
. . . x4+ 1 1
ktorych rzedna jest rowna 1, czyli i3 =ledx+l=x+3<

2x’=2<(x=1vx=-1). 4=(1,1), B= (-1, 1). Wyznacza rdbwnania stycznych do wykresu funkcji
I: y=x oraz k: y=-x.Zauwaza,zea, - a,=—1,tol L k.
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Punktacja:

1 — obliczenie pochodnej funkc;ji

1 — wyznaczenie punktow, dla ktérych rzedna jest rowna 1

1 — wyznaczenie rownan stycznych i zauwazenie, ze iloczyn ich wspotczynnikow jest rowny —1

Zadanie 10. (3 pkt)

Uczen korzysta z wlasnosci logarytmow i otrzymuje

a=log,7 - —— . -—=——log,3 —log,4 =log,;4 —1—1log,4 = -1

b =sinl5° = sin(45° - 30°) =sin45°-cos30° —sin30°-cos45° = — - — — — . — =

_Vo-V2 _Je-V2-4
- .

4

a+b

Punktacja:

1 — korzysta z wlasnos$ci logarytmow

1 — korzysta z wzorow na sinus réznicy dwoch katow
1 — oblicza warto$ci funkcji trygonometrycznych

Zadanie 11. (4 pkt)

1

Okresla dziedzing réwnania sin10x = .
tgSx

Przeksztatca rownanie do postaci sinl0x - tg5x = 1.
Korzysta z wlasnosci kata podwojonego i zwigzek na tg x, otrzymuje

sin5x

2sin5x - eos5x% - \/EJQ

:1<:>sin25x:l<:> sin5x:£vsin5x:——
2 2 2

<:>5x=%+2knv5x=%ﬁ+2knvSx:—§+2knv5x=—%t+2kn<:>

T+ 8km 31+ 8km -1 + 8km =3n + 8km
= VX = VX = VX = .

20 20 20 20

=X

Uwzgledniajac dziedzine rOwnania x € 0'E otrzymujemy x € £3_nS_n7_n9_n
gledniajg € 5P ymujemy 20°20°20° 20° 20

Punktacja:

1 — okresla dziedzing rownania

1 — przeksztatca wyrazenie i korzysta z wlasnosci sinusa kata podwojonego
1 — na podstawie warto$ci sinusa kata wnioskuje jego miare

1 — zapisuje wynik uwzgledniajac dziedzing

11 sposdb.
Niech 5x =¢. Wtedy ¢ € (0, %nj

sint # 0

Réwnanie ma sens wtedy, gdy { .
cost # 0

. 1 . cost . .
sin2t = — < 2sint - cost = —— <> 2sin’ ¢ - cost — cost = 0 & cost(251n2t - 1) =0
tgt sin¢

Uwzgledniajac warunek cos ¢ # 0 otrzymujemy

sinzt:l.
2
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Zatem

2 . 2 . . .
sint = > lub sin? = S Zauwazmy, ze warunek sin ¢ 0 jest spetniony.
. 5 .
Stad uwzgledniajac ¢ € | 0, 5 7 | otrzymujemy:

1+

o3+

1 5 1 7 1 9
L=—T,L=N——TN=—N,L =T+-N=-—"N,1 =2N——N=—"0,1 =20+ —T=—T.
4 4 4 4 4 4 4 4

1 3 5 7 9
Odp.xeqy—m,—mn, —mn, —m, —Tm ;.
20 20 20 20 20

Punktacja:
1 — wprowadzenie zmiennej pomocniczej i zapisanie warunkow, dla ktorych rownanie ma sens

. . . . 1
1 — doprowadzenie do réwnania do postaci sin’ ¢ = 3

. 2 . 2 .
1 — rozwiazanie rownan elementarnych sinz = %, sint = —£ w przedziale [0, %n)

1 — odpowiedz.

Zadanie 12. (4 pkt)

Uczen zapisuje zatozenie i tez¢ zadania.

Z: x,y,z,a,b,c,r e R, r— promien okregu wpisanego w
AABC

T: x +y+z>2r D: Zpordownania pol trojkatow wynika

1 1 1 1
P =—cx+—ay+—bz=—(ay + cx + bz), oraz
apc =5 2y 5 2(y )

PAABc:%F(a+b+c)2%(cx+ay+bz):%r(a+b+c)

po przeksztatceniu otrzymamy

extaytbz=r(atb+c)

Nie ograniczajac ogdlnosci rozwigzan mozna przyjac:
c>anc>b,wobectegor(a+b+c)=ay+bz+cx<cy+cz+ecx,
czyli r(a+b+c)<c(x+y+z).

Z nieréwnosci trojkata wynika, ze ¢ > a + b, zatem a + b + ¢ > 2¢, wige 2rc < c(x +y + z), wobec tego
2r <x +y+ z, co nalezato wykazac.

Punktacja:

1 — sporzadzenie rysunku i zapisanie tezy zadania

1 — poréwnanie po6l trojkatow

1 — zauwazenie zwigzku mi¢dzy bokami trojkata i skorzystanie z nierownosci trojkata
1 — przeksztatcenie wzoru i zapisanie tezy
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Zadanie 13. (5 pkt)

Niech |CD| = h, |CE| =R, |AB| = 2R, gdzie R jest promieniem okregu opisanego na AABC.

R>0Ah>0.

Uczen korzysta z wlasnosci ciggu geometrycznego i zapisuje zalezno$¢ (4, R, 2R) — kolejne wyrazy ciaggu geome-
trycznego, to R>=2R - h.

Uwzgledniajgc warunki zadania mozna zapisac i - 2h - 4h = 64, zatem 8h° = 64 = h = 2.

Wobec tego h =2, R=4,2R=8.

Aby obliczy¢ pole ACDE, nalezy obliczy¢ DE z twierdzenia Pitagorasa |DE|* = R> — I,

|IDE| =16 -4 = 243. Obliczy¢ promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny CDE

L_23+2-4 23-2
2 2

=3 -1

2
Uczen oblicza pole kota wpisanego w ACDE P, = nr’ = (\/3 - 1) .

Oblicza pole kota opisanego na AABC P, =nR>= 16m.

2
- p (V3-1m 3 0501 425 23
Poréwnuje pola kot: — = = = = .
P, 167 16 16 8

Punktacja:

1 — korzysta z wlasnosci ciggu geometrycznego

1 — oblicza dtugosci &, R

1 — wyznacza dtugos¢ r, promien kota wpisanego w ACDE
1 — oblicza pola kota wpisanego i opisanego

1 — poréownuje pole i doprowadza do najprostszej postaci

Zadanie 14. (5 pkt)

m#2
Uczen zapisuje warunki: <A > 0 . Oblicza A= (m + 1)? + 4m(m — 2) = 5m?> — 6m + 1.

|x1 —x2| <2

A>O<:>5m2—6m+1>0<:>5(m—éj(m—l)>0 zatem me(—oo;%)u(l;oo)

|x, —x,| <2, wyrazenia po obu stronach nierownosci s3 dodatnie, mozna podnies$¢ obustronnie do kwadratu, otrzy-
mujac x,? — 2x,x, + x,? < 4, po przeksztatceniach (x, + x,)? — 4x,x, —4 <0

2
Stosujac wzory Viete’a mamy [ me ;j + 4—m2 — 4 < 0, przeksztalcajac wyrazenie otrzymamy
m— m—
2 2 2 2
m +2m+1+4m 8m2 dm” + 16m 16<02m +10m215<0,zatemme(—5—2\/m;—5+2\/ﬁ).
(m—-2) (m—-2)

Uwzgledniajac powyzsze warunki:
m# 2

me (—oo; %j U (1; oo) otrzymamy m € [—5 - 2\/5; éj V) (1; -5+ 2\/5)
m e (=5 - 2410; -5 + 24/10)

Punktacja:

1 — zapisze warunki i obliczy A

1 — przeksztalci nierownosc¢ |x; —x,| <2

1 — zastosuje wzory Victe’a

1 — rozwiaze nierdwnosé |x; — x,| <2

1 — uwzgledni warunki i zapisze odpowiedz
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Uwaga.
Mozna tez inaczej wyznaczyC |x; — X,|.

|x —x|: —b+\/Z_—b+x/K|:|2«/Z|: ﬁ
b 2a 2a | |2a| a
Wtedy
2
v -x|<2e £<2<:>Az<4<:>5m_—6mz+l
a a (m—2)

m* +10ml5

(m—2)

<0
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