MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 2. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (0-1)

Korzystajac z wlasnosci wartosci bezwzglednej otrzymamy
x=5|x+5-2x-5=0<=x-5|(jx+5|-2)=0<
(x=5/=0Vv[x+5|=2)=0x=5Vx+5=2Vx+5=-2)x=5Vx=-3Vx=-T.
Iloczyn pierwiastkow rownania jest rowny 105.

Odpowiedz: C.

Zadanie 2. (0-1)
Aby wyznaczy¢ najmniejszg warto$¢ funkcji w przedziale domknigtym, nalezy zbadaé, czy funkcja w tym prze-
dziale ma ekstremum, jezeli tak, to je wyznaczy¢. Nastepnie obliczy¢ wartoéci funkcji na koncach przedziatow

2 —
1 poréwnac je z warto$cig ekstremum. f'(x) = h—?,fmm =f(2) =38, zas f(%j =9, f(4) = 10%.

(x-1)

Odpowiedz: A.
Zadanie 3. (0-1)
A

NE

1 . . 3 1 1 . . . L,
Tab = Eab sino, zatem sing = - cosa = 5 lub cosa = 5 Korzystajac z twierdzenia cosinuséw otrzy-

P = T3ab, korzystajac z wzoru na pole trojkata otrzymujemy

mamy: ¢® = a® + b> — 2abcos a, wobec tego
c=~Na*+b>—ab lub c=+a’ +b* +ab.

Odpowiedz: D.

Zadanie 4. (0-1)

Okrag o réwnaniu x2 + 12 — 2x + 4y = 0 po przeksztalceniu ma réwnanie (x — 1)> + (y +2)2 =5, S= (1, -2), » = 5.
Przeksztalcajac punkt S = (1, —2) przez symetri¢ srodkowa wzglgdem punktu 4 = (5, 1) otrzymamy S’ = (9, 4) ,
zatem okrag po przeksztatceniu ma rownanie (x — 9)*> + (y — 4)* = 5.

Odpowiedz: A.

Zadanie 5. (0-2)

C
(4 ]ofo]
Zauwazenie, ze jezeli okrag jest wpisany w czworokat,
to suma dtugosci przeciwlegtych bokow czworokata jest rowna b
oraz ABCD jest deltoidem, to |[AB| = |BC| i |4D| = |DC]| . Obwod D 20 B
ABCD jest rowny 240 cm , to 2|AB| + 2|AD| = 240. Pole deltoidu &
P=2-P,os+2 P :2-%-|AB|-r+2é-|AD|-r=
= 1(|AB| + |AD]) = 20 - 120 = 2400 cm?. 4
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Zadanie 6. (0-2)

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji jest zerowanie sie pierwszej pochodne;j. f”(x) = 6mx*>— 6x— 1,

to f'(x)=0 dlax=2, wigc m = 5 Warunek wystarczajacy jest takze spelniony.

Zadanie 7. (0-3)
d — dhugo$¢ przekatnej réwnolegtoboku
a, f —katy w AABC, zatem |[<BAD| = 180° — (o + f5)
Korzystajac z twierdzenia sinusow w A4BD otrzymujemy:
d a dsin 8 d b dsina

sin(180° — (a + B)) - sinﬂ’to “ sin(a + ) oraz sin(180° - (o + B)) sina’to sin(a + B)

Punktacja:

1 p. — Sporzadzenie rysunku z odpowiednimi oznaczeniami
i zauwazenie, ze |[<<BAD| = 180° — (a +f3) .

1 p. — Zastosowanie twierdzenia sinuséw w A4ABD.

1 p. — Obliczenie dtugosci bokow a 1 b.

Zadanie 8. (0-3)
Jezelix + y +z =0, to z=—x — y. Przeksztalcajac lewa strong tezy otrzymujemy

3 3 _ 3 3 303 a2 23
X +y 3(x+y) X4y -x 33xy 3w’ -y 3(x;y)xy:(—x—y)-xy:xyz.

Punktacja:

1 p. — zauwazenie, ze z = —x — y

1 p. — zastosowanie wzorow skroconego mnozenia
1 p. — przeksztalcenie wyrazenia do postaci xyz

Zadanie 9. (0-3)
a, B,y sa katami w trojkacie, to @ + f +y = 180°, wigc y = 180° — (a + f3). Z zatozenia cos - cos B = %(1 —cosy),

to 2cos acos p=1— cos(180° —(a+ [3)), wigc 2cos acos f =1 + cos(a + ). Korzystajac z wzoréw na cosinus
sumy katoéw mamy 2cos acos § = 1 + cos acos f§ — sin asin f3, to cos acos f + sin asin § = 1. Korzystajac z wzo-
ru na cosinus roéznicy katow otrzymamy cos(a — ) = 1, zatem a — § = 0, wiec @ = 8, wobec tego trojkat ten jest
réwnoramienny.

Punktacja:

1 p. — przeksztalcenie wzoru z wykorzystaniem wzoru redukcyjnego
1 p. — zastosowanie wzoru na cosinus sumy katow

1 p. — zastosowanie wzoru na cosinus réznicy katow

Zadanie 10. (0-5)
Przeksztalémy roéwnanie prostej k: 3x + 4y = 0. Zauwazmy, ze okrag bedzie spetnial warunki zadania wtedy
3a—-4b+10
i tylko wtedy, gdy odleglosci jego $rodka S(a; b) od obu prostych beda rowne 8, czyli gdy % =8
+
. |3a + 4b|
N |

V9 +16

= 8 . Po przeksztatceniu otrzymamy [3a —4b + 10| =40 i |3a + 4b| =40 . Po kolejnym przeksztalceniu
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35 5 5
a=— a=-— a=-= a=-15
otrzymamy 3 lub 4 lub 3 lub 5 . Wobec tego okrggami spetniajgcymi warunki
5 35 45 b==
h=2 h=-22 =22 4
4 3 4
35Y 5Y
zadania sg okregi o rownaniach: (x - ?j + (y - Zj = 64,
2 2 2 2 2x 1
A y+ﬁ = 64; s+l y—ﬁ =64;‘—<1<:>x€(——;1j
4 4 3 4 l+x 3
Punktacja:

1 p. — Zauwazenie, ze odleglo$ci $rodka okregi od prostych sa rowne.
1 p. — Zastosowanie wzoru na odlegto$¢ punktu od proste;j.

2 p. — Rozwigzanie uktadu rownan z warto$cig bezwzgledna.

1 p. — Zapisanie czterech rownan okregow.

Zadanie 11. (0-4)

Lewa strona nierownosci jest sumag nieskonczonego ciggu geometrycznego zbieznego, to |g| < 1, wigc
2x

I+x

<lexe (—l; lj. Nieré6wnos$¢ przyjmie postacé R >5< 6x — 4 <0 xe %; 1).
3 - 2x l-x 3

1+x
Punktacja:
1 p. — Wyznaczenie warunku |g| < 1

1 p. — Rozwigzanie nier6wnosci <1

+ X

1 p. — Zastosowanie wzoru na sume nieskonczonego ciggu geometrycznego zbieznego.

. L, . .oq
1 p. — Rozwigzanie nierownosci 7 25
—-q

Zadanie 12. (0-7)
Zauwazenie, ze okrag jest wpisany w trapez rownoramienny wynika, ze
b—a

at+b=2c i |AE| = ,b>a>0. AAED jest prostokatny,

korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymamy c* = (2r)? + |AEP, h=2r

2 2
wobec tego (a i b) =4r’ + (b ; aj po przeksztatceniu mamy

2 E b

ab =412, zatem b = 4L Pole trapezu:
a

a+4r2 2 2

T a +4r°)r 2 3

P:(a+b)h: a .2r:( ),p(a):ﬂ.
2 2 a

Pole ma by¢ najmniejsze, zatem nalezy obliczy¢ ekstremum funkcji P(a), a > 0.

2. 4B 2. 4.3
Play= 200 a=ar=d _ar A 20 @ 4 = 0 Ha— 4) = 0

2 2
a a

Sra-2rnNa+2ry=0=r=0va=2rva=-2r,r>0Aa>0. /
P’(a)>0 dla a € 2r; ®),to P72 dla a € (2r; ) \ ¢ -

P’(a)<0 dla a € (0; 2r), to P\ dla a € (0; 2r)
P_., = P(2r). Pole trapezu jest najmniejsze, gdy a =2r, _ZWF
zatem b =2r, wobec tego trapez jest kwadratem o boku dtugosci 2r.

Pole trapezu jest rtowne 472,

4
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Punktacja:

1 p. — Zauwazenie warunku, ze okrag jest wpisany w trapez.

1 p. — Uzaleznienie boku b od a.

1 p. — Zbudowanie funkcji P(a) pola trapezu w zaleznosci od a i ustalenie jej dziedziny.
1 p. — Obliczenie pochodnej funkcji P’(a).

1 p. — Wyznaczenie miejsca zerowego funkcji P’(a).

1 p. — Analiza pochodnej i wyznaczenie ekstremum.

1 p. — Obliczenie pola trapezu.

Zadanie 13. (0-5)
Twierdzenie.
Jezeli okregi o, (S|, ) 10,(S,, R) sa styczne zewnetrznie i styczne do prostej w punktach 4, B (4 # B), to |AB| =2JrR.

SZ
R
IR —r]
) r \
: S, } c
r / r
T4 B

Jezeli R=r, to |AB| = 2r = 2JIR.

Jezeli R # r, to z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata S,S,C otrzymujemy:
ISSCl = (R+7) —|R—r|" = 4Rr.

Zatem

|4B| = S,C| = 2JrR.

Zadanie
Oznaczenia tak jak na rysunku.
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Jezeli R # r, to sa dwie mozliwosci (rysunek): punkt stycznosci do prostej szukanego okregu lezy miedzy punktami
A 1 B lub punkt stycznosci nie lezy migdzy punktami A, B.
W pierwszy przypadku otrzymujemy:

|4B| = 2JiR
|4C| = 24/rx
|BC| = 2JRx

Zatem
2Jrx + 2JRx = 2R
o T

N

R

=T = —2
(\r +R)
W drugim przypadku (rysunek jest przy zatozeniu, ze R > r) otrzymujemy:

|4B| = 2R
4D] = 27
80| - 2R

Zatem

2Ry - 2| = 2JRr

R
N

7R

y=r——"""7"

2
(VR =r)
Jezeli R = r, to tylko pierwszy przypadek.
Wtedy
1

X =—r.

Punktacja:

1 p. — Sporzadzenie rysunku z oznaczeniami
2 p. — Wyznaczenie dlugosci odcinkéw y, z
2 p. — Wyznaczenie dlugosci odcinka x
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