MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 3. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (0-1)

Z twierdzenia o katach wpisanych opartych na tym samym tuku wynika, ze |<<ACB| = |<<ADB)|, lecz obwody i pola
tych trojkatow sg rozne.

Odpowiedz. D.

Zadanie 2. (0-1)

Okrag ma rownanie (x —a)’ + (v — b)* = 1%, gdzie S, = (4 er O;Ej - (2; _%j’

\S}

2
r:%|AB|:%\/16+ :%E:%,zatem(x—2)2+(y+%] _3

Odpowiedz. B.

Zadanie 3. (0-1)

Mamy 9 mozliwosci wyboru cyfr, ktore mogg by¢ pierwsza, trzecig i piatg cyfrg liczby pieciocyfrowej. Pozostate
dwie cyfry mozemy ustawi¢ na tyle sposobdw, ile jest wariacji dwuwyrazowych bez powtorzen ze zbioru dziewie-
cioelementowego, czyli 9 - V;} = 648.

Odpowiedz. D.

Zadanie 4. (0-1)
Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobienstwie warunkowym otrzymamy

p(aja)=LUCE) oy PUCE by py= 008 p(ap)=LAOB)
P(4) 0.4 P(B)
:>P(B):m P(B):_’ngog
P(A|B) 0,1 ’

Odpowiedz. A.

Zadanie 5. (0-2)

5169 i €

. B
Przekrojem szescianu ptaszczyzna jest trojkat 4, E 1 E
réwnoramienny BDE, ktorego pole jest rowne %|BD| -|OE|. E
. locl ] 8 !
|BD| = 842, |<COE| = 30°, |0C| = 442, to IOF] ~ <0s30° D, [--=C
,:’:: --~ 0
wiee |OE| = #. Pype = % 82 - # = 64V3 ~ 36,9504 4 3 B
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Zadanie 6. (0-2)

Zbior liczb catkowitych nalezacych do przedziatu (2; 12), to Q = {3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11}. Losujemy jedna
liczbe, to |Q2] = 9. Niech A4 jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze wylosowana liczba jest parzysta. Poniewaz

4 . . . . . .
A=1{4,6,8,10},to P(A4) = I Niech B jest zdarzeniem polegajacym na tym, ze wylosowano liczbe wigksza od
8,to B=1{9, 10, 11}, wigc P(B) = g Aby zastosowac twierdzenie o prawdopodobienstwie sumy zdarzen, nalezy

dMQWP@Mwm:$JMWM%AUBFJ%M+PUH<HAGB):§+———:—:—:Q%%7

Zadanie 7. (0-3)

. . L , . ., . . . X+y+
Korzystajac z nierownosci dla $redniej arytmetycznej i $redniej geometrycznej otrzymujemy % > 3xyz.

250 , 125 125

Przeksztatémy wyrazenie x* + =— = x* + — +—5, po zastosowaniu nieréwnosci dla $redniej arytmetycz-
X2 X X
. 125 125

. . YAt a2 . 125 125 125 125

nej i geometrycznej otrzymamy % > 3x* = =, zatem x' + — + — > 33125125, wigc
X X X
M —50 > 75.
x?
Punktacja:
. . ., , . .4 125 125

1 p. — Zapisanie lewej strony nieréwnosci w postaci x* + — + —-.

X
1 p. — Zastosowanie nierdéwnosci dla $redniej arytmetycznej i Sredniej geometrycznej

L L , S . 250 . . .,
1 p. — Po zastosowaniu nieréwnosci dla $rednich i zapisanie w postaci x* + —5~ 2 75. Zadanie mozna obliczy¢
X

kilkoma innymi sposobami.

¢

Zadanie 8. (0-3) &
WprowadZmy oznaczenia jak na rysunku obok. !
AABC jest rownoramienny, w ktorym |4C| = |[BC| = a, " B
a — kat miedzy bokami AC, BC. 4, i !
Zzak Py, + Py = ZRMC:>2ah:2~%-a-a~ﬁna:3 '\

: N 1 h s h
=2ah=d’sina = 2h=asina i sina € (0; 1), to h < Ea. a . ~—"s a
Punktacja: 4 B

1 p. — Sporzadzenie rysunku z odpowiednimi oznaczeniami i zauwazenie zaleznosci, ze pole dwoch przystajacych
Scian bocznych jest dwa razy wigksze od pola podstawy.

1 p. — Zapisanie zalezno$ci: 2ah = 2 - 5 a-a-sina iprzeksztatcenie jej.

1 p. — Zauwazenie, ze sin o € (0; 1) i zapisanie wniosku / < %a.

Zadanie 9. (0-4)

2 sin?x +sin x - cos x + 3cosx —3 <0
2 sinx + sin x - cos x — 3(1 — cos?x) <0
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Z jedynki trygonometrycznej mamy:

2 sin’x + sin x - cos x — 3sin’x < 0

sin x - cos x — sin’x < 0

sin x(sin x — cos x) > 0

Z zatozenia x € (0; m), to sin x > 0, zatem
sinx =0 lub sin x —cos x>0

sin x = 0 lub sin x > cos x, x € (0; 7)
Nierownos$¢ rozwigzemy graficznie

VA
14

4

oiadt

Odp. x e <§; n> U {0}

Punktacja:

1 p. — Przeksztalcenie nieréwnosci do postaci sin x - cos x — sin’x < 0.

1 p. — Zapisanie nier6wnosci w postaci sin x(sin x — cos x) > 0 i zauwazenie, ze dla x € (0, m) wynika, Ze sin x > 0.
1 p. — Rozwigzanie graficzne nierdwnosci sin x > cos Xx.

1 p. — Dokonczenie i zapisanie odpowiedzi.

Uwaga. Jezeli w odpowiedzi nie jest uwzglednione 0, to zdajgcy moze maksymalnie otrzymac 3 punkty.

Zadanie 10. (0-4)

. . 1 1 .
(a,) nieskonczony ciag geometryczny, w ktorym g, = Vx -3, a, = ﬁ’ S = 45, x> 3. Korzystajac z wlasno-
X —

.. 1 1 1 -1
éci ciggu geometrycznego mamy a, = a,q, to =Vx-3-¢=>¢d=——=¢q-= lubg =

Jx -3 x-3 q_\/x—?a Jx -3~

z zalozenia ciag jest o wyrazach dodatnich.

Korzystajac z sumy nieskoficzonego ciagu geometrycznego zapiszemy 45 = ———— WprowadZzmy zmienng

pomocnicza f = \/x — 3, wiec % = Ll
1—=
t
Po przeksztalceniu wyrazenia otrzymamy
9 7

) = PR t02t’ -9 +9=0= 2(t - %j(t - 3) =0, zatem Vx -3 = % v Vx —3 = 3. Po kolejnym przeksztal-

. 21
ceniu otrzymamy x = 7 vx=12.

Punktacja:

1 p. — Wykorzystanie wlasnosci ciggu geometrycznego i wyznaczenie g =

1 p. — Zapisanie wzoru na sume nieskonczonego ciaggu geometrycznego.

. L . . L . 21
2 p. — Rozwigzanie rOwnania ze zmienna ¢ i zapisanie wyniku x = Y vx=12.
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Zadanie 11. (0-3)

P(x)=2x"+x-1= 2(x + 1)(x - %) Wielomian W(x) = x* + px + g jest podzielny przez wielomian

3

1 1 -1-p+g=0 -p+q=1 p=—=

P(x):Z(x+1)[x——J, o W(—l)=0iW(—):0, zatem{] | - | = 4
2 2 §+5p+q:0 p+2q:—z q:l

2
WielomianW(x):x3—§x+l=(x+l) x—l .
4"y 2

1

W (x-2) = (x— 1)(x _ zJ.

W(x-2)<0oe (—oo,—l>u{2%} /1 2% %

Punktacja:
1 p. —Rozlozenie wielomianu P(x) na czynniki i wykorzystanie twierdzenia, ze wielomian W(x) jest podzielny

przez P(x) = 2(x + 1)(x - %J

1 p. — Rozwigzanie uktadu rownan W (-1) = 0 A W(%J = 0 1 wyznaczenie p = —% ig= %

1 p. — Rozwigzanie nieréwnosci W(x —2) < 0.

Zadanie 12. (0-3)

Wylosowanie funkcji zapisanej wzorem f{x) = ax’ + b odpowiada jednoczes$nie wylosowanie pary wspotczynnikow
(a; b). Zbior wszystkich zdarzen elementarnych jest postaci: Q :{(a; b),a,b e {-10,-9,...,4,5} } i]Q|=16%=256.
Niech A bedzie zdarzeniem polegajacym na wylosowaniu funkcji, ktéra ma miejsce zerowe. Zdarzenie to mozemy
przedstawi¢ w postaci sumy zdarzen roztacznych 4 = 4, U 4, U A4, gdzie: A, = {(a; b) € Q;a=0Ab=0},]4,|=1
A, ={(a;b) € Q;a<0Ab>0},]4,|=10-6=60

Ay={(a;b) € Q;a>0Ab<0}, |43 =5 11=55.

Zatem P(4) = P(4))+ P(4,)+ P(4) = ”‘;OTJSS - 2,

Punktacja:

1 p. — Wyznaczenie zbioru zdarzen elementarnych |Q| = 256 .

1 p. — Zapisanie zdarzenia 4 w postaci zdarzen roztacznych i obliczenie ich elementow.
29

1 p. — Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia P(A4) = o

Zadanie 13. (0-4)

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku

a, f —katy w AABC |AS| = |BS| = |CS| = d,

|<<OAS| = |[<OBS| = |<COS| =y

Korzystajac z twierdzenia, ze jesli wszystkie krawedzie boczne ostro-
stupa maja jednakowe ditugosci, to spodek wysokosci jest srodkiem
okre¢gu opisanego na AABC, w ktorym dane sg katy « i 5. Korzystajac

z twierdzenia sinuséw w A4BC mamy = 2R, toa=2Rsin ¢ oraz

SiIno

b

sin 8

= 2R, to b=2Rsinp.
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Py = %absin(l80° — (o + ﬂ)) = % -2Rsinq - 2Rsin 3 - sin(a + ) =

= 2R*sina -sin f - sin(a + B). ABOS jest prostokatny, to S =siny = h=dsiny i S =cosy = R =dcosy.

V= %PMBC “h :%-2stinasinﬁsin(a +B)-dsiny =

2 . . . . 2 . . . .
=3 d? cos’ ysinasin Bsin(a + B) - dsiny = §d3 sinasin Bsin(a + ) - cos’ ysiny.

Punktacja:

1 p. — Sporzadzenie rysunku z oznaczeniami i zauwazenie, ze spodek wysokoS$ci ostrostupa jest srodkiem okregu
opisanego na A4BC .

1 p. — Wyznaczenie pola AABC.

1 p. — Wyznaczenie R i # w BOS.

1 p. — Obliczenie objgtosci ostrostupa.

Zadanie 14. (0-6) D,
Wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku obok.

d — dhugosci przekatnej prostopadto$cianu

4x, 2x — dlugosci bokoéw prostokata ABCD

h — wysoko$¢ prostopadtoscianu , zatem A,
V=4x-2x-h=8xh.

Objetos¢ jest funkcjg dwoch zmiennych x i 4. h
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w ABAD mamy d
|BD|? = 16x* + 4x* = |BDJ? = 20x?

oraz w ABDD, otrzymamy d” = h? + 20x%. Wobec tego

202" =d* 1 = 3" = —(d* —I*) nh e (0;d).

1
20
Objetosc jest funkcja zmiennej 4 i okresla si¢ wzorem

1 2 -
V() =85h =8 (d" =) -h=(d*h =) n e (0:d), 4 I B

2x
2x

Aby wyznaczy¢ ekstremum funkcji nalezy obliczy¢ pochodna
1 przeprowadzi¢ analiz¢ znaku pochodne;j.

V'(h) = %(ar2 =31 ) A he(0:d).

Wyznaczmy miejsca zerowe funkcji

V'(h) =0 < %(dz -31) =0

(d—\/gh)(d+x/§h):0<:>h:ilubh:—i.

V3 V3

V'(hy>0dlah e [O;d?,—\/gJ v/ W[O;¥>

V’(h)<0dlahe£d—;)/§;d]:> N w<#;d}

Vo= V(#] Objetos¢ prostopadtoscianu jest najwigksza, jesli 7 = d3—\/§ i krawedzie podstawy majg dlugosci

d\30 2430

15 15
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Punktacja:

1 p. — Wybdr zmiennej i wrazenia za pomocg tej zmiennej wielkosci, ktore sg potrzebne do zdefiniowania funkcji
V= 8x%h.

1 p. — Zdefiniowanie funkcji jednej zmiennej, zapisanie obj¢tosci V (h) = %(dzh - )

1 p. — Okreslenie dziedziny funkcji z € (0; d).
1 p. — Wyznaczenie pochodnej funkcji V'(h) = %(dz - 3h2).

a3 dV3

1 p. — Obliczenie miejsc zerowych pochodnej / = = h = 3

1 p. — Analiza znaku pochodnej i uzasadnienie, ze funkcja posiada ekstremum dla /# = & oraz odpowiedz.
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