MATEMATYKA
Przed probna matura. Sprawdzian 2. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (1 pkt)

P1.6. Uczen wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory na logarytm iloczynu, logarytm
ilorazu i logarytm potegi o wyktadniku naturalnym.

R1.2. Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiane podstawy logarytmu.
1
- 1 1 1 1
x =log;/12 =log;12° = glog312 = glog3(4 -3)= g(log34 +logy3) = 5(2log32 +1).

Stad 3x = 2log,2 + 1, czyli log,2 = X1

Odpowiedz: A.

Zadanie 2. (1 pkt)
R6.6. Uczen rozwigzuje rownania i nierownos$ci trygonometryczne.
Dzielgc réwnanie obustronnie przez 2, otrzymujemy:

3 1 1—m

—sinx+ —cos x = ——,

2 2 2

cos 30° sin x + sin 30° cos x = I_Tm’
. 1-m

Sln(300 +x) = s Stqd
—Iil_m <Il,czyli-1<m<3.

Odpowiedz: C.

Zadanie 3. (2 pkt)
R3.5. Uczen stosuje twierdzenie o pierwiastkach wymiernych wielomianu o wspotczynnikach catkowitych.
R3.6. Uczen rozwigzuje rownania wielomianowe.

23 -Tx+2=0

Korzystamy z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych. Stad x =—2.

Wykorzystujac ten pierwiastek i rozktadajac wielomian (postac iloczynowa), otrzymamy

2-2 2+\/§.

ix, =

(x +2)(2x> — 4x + 1) = 0. Znajdujemy pierwiastki wyrazenia kwadratowego: x, = 5 3

2+42
2

Najwiekszym pierwiastkiem rownania jest x = ~1,7071

Odpowiedz: 707.

Zadanie 4. (2 pkt)
R11.2. Uczen oblicza pochodne funkcji wymiernych.

2
Pochodna funkcji ' = w
(Bx+2)
1+2-5
stga LM o5 225 S5 g aeu6
SO 3+4+19 5 26 13
52

Odpowiedz: 038.
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Zadanie 5. (3 pkt)
R2.6. Uczen dodaje, odejmuje, mnozy i dzieli wyrazenia wymierne; rozszerza i (w latwych przyktadach)
skraca wyrazenia wymierne.

R3.8. Uczen rozwigzuje proste nierdwnosci wymierne.
Wyznaczamy: W(2x) = 2x(2x — 2)(2x — 4) = 8x(x — 1)(x — 2).
Zapisujemy nierd6wnos¢:
wg_lmwek\{o,l,z}, é&
8x(x —(x —2) 8 5

x—4 < _l’

8(x—1) " 8 H

2x -5 <

8(x—1)

2(x—2,5)(x—1)<0. ol

Odpowiedz: 1 <x<2lub2<x<2,5.

Punktacja: 14+

1 — zapisanie nierdwnos$ci w postaci <=
8x-1) 8

. . . . . . . . 71 0 1 2 3 4 X
1 — rozwiazanie nieréwnosci bez uwzglednienia dziedziny;

1 —uwzglednienie dziedziny nierownosci.

Zadanie 6. (3 pkt)
R3.2. Uczen rozwigzuje rownania i nierownosci liniowe i kwadratowe z parametrem.
P5.1. Uczen wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdlnym.

Wyznaczamy: a,.; = k(n +1)> — (k+6)(n+ 1)+ 5=kn*>+ (k— 6)n — 1.

a,,>a,dla n>1,wigckn>3dlan>1.Stad k> 3.

Odpowiedz: k> 3.

Punktacja:

1 — wyznaczenie a,,,;

1 — zapisanie nierdwnosci kn >3 dlan > 1;

1 —uzasadnienie, ze k > 3.

Zadanie 7. (5 pkt)
R10.3. Uczen korzysta z twierdzenia o prawdopodobienstwie catkowitym.
P10.2. Uczen stosuje regule mnozenia i regute dodawania.

Sytuacje zadania ilustruje drzewko prawdopodobienstwa, gdzie 0,9
W — wykrycie burzy, N — niewykrycie burzy przez dany (kolejny) radar
meteorologiczny.

Niech n oznacza liczbe radar6w meteorologicznych. Niewykrycie burzy
oznacza, ze nie zostata ona zarejestrowana przez zaden z n radaréw. Praw-
dopodobienstwo takiej sytuacji jest rowne (0,1)". Prawdopodobienstwo
wykrycia burzy jest zatem réwne (prawdopodobienstwo zdarzenia prze-
ciwnego) P=1—(0,1)". Z tresci zadania P = 0,999. Stad:
1—-(0,1)y"=0,999

(0,1)*= 0,001

n=3

Dla instytutu meteorologii pracuja co najmniej 3 radary.

Punktacja:

1 — sporzadzenie drzewka prawdopodobienstwa;

2 — obliczenie prawdopodobienstwa niewykrycia burzy;

2 — obliczenie liczby radaréw meteorologicznych.
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Zadanie 8. (5 pkt)

R7.5. Uczen znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdze-
nia cosinusow.
Niech a oznacza kat BAC.
Z twierdzenia cosinuséw: 16=36 + 64 — 96 cos .
Stad cos a = 0,875.
Poniewaz cos 30° < 0,875, wigc cos @ > cos 30°1 0° <a < 180°.
Skoro cos « jest funkcjg malejaca dla 0° <a < 180°, to a < 30°.
Punktacja:
1 — zapisanie roOwnania opisujacego cos ;
2 — uzasadnienie, ze cos a > cos 30°;
2 — uzasadnienie, ze kat jest mniejszy od 30°.

Zadanie 9. (5 pkt)
R11.6. Uczen stosuje pochodne do rozwigzywania zagadnien optymalizacyjnych.

Punkt 4 lezy na paraboli, wiec 4 = (a, a?), gdzie 1 <a <2.

Ponadto pochodna f'(x) = 2x, wigc styczna jest opisana rownaniem:
y=2a(x—a)+a,

y=2ax - a,

Obliczamy wspotrzedne punktu B: 2ax — a®> = 0, wiec x = %. Zatem B = (%, Oj.
Obliczamy wspoirzedne punktu D: y = 2a - 2 — a®> = 4a — a?, stad D = (2, 4a — a?).
Niech P(a) oznacza pole trojkata BCD. Wtedy ze wzoru na pole trojkata prostokatnego

1 a N
Pla)=—|2—-—=|(4a—-a")dlal<a<?2
(@) 2( 2)( )
P(a)=ia3—2a2+4a,

P(a)= %az —4a+4.
Wyznaczamy ekstrema funkcji P(a):

. 4 . Lo
%az —4a+4=0,wigca, = 3 Iub a, = 4 (nie nalezy do dziedziny).

Aby znalez¢ warto$¢ najmniejsza i najwigksza funkceji P(a) dla 1 <a <2, sprawdzamy wartos$¢ tej funkcji w punk-
tach ekstremalnych (nalezacych do przedziatu) i na krancach przedziatu.

P(1)= L 2,25, P(ij _ o 2,37..., P(2)=2.
4 3) 27

Odpowiedz: Trojkat BCD ma najwigksze pole, gdy 4 = (1%, 1%], a najmniejsze, gdy 4 = (2, 4).

Punktacja:

1 — wyznaczenie rOwnania stycznej;

2 — wyznaczenie pierwiastkow rownania P'(a) = 0;
2 — wyznaczenie wspolrzgdne punktu A.
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Zadanie 10. (7 pkt)

I11.11.2 Uczen oblicza pole powierzchni i objeto$¢ graniastostupa prostego, ostrostupa, walca, stozka, kuli
(takze w zadaniach osadzonych w kontek$cie praktycznym).

Wyznaczymy dtugosci bokow trojkata.
Z twierdzenia Pitagorasa n”> + (n + 2)> = (n + 4)?, stad n = 6. nd
Zatem dlugosci bokdw trojkata sa rowne 6, 8, 10.
Obracajacy si¢ trojkat utworzy figure obrotowa ztozong z dwoch stozkow. "
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.
Promien podstawy stozkdéw r jest rowny wysokos$ci trojkata prostokatnego 4BC,
e a_b B ﬁ n+2
e 10
Objetos¢ powstatej figury obrotowej jest suma objetosci dwoch stozkow. c
v, :lnr2x+lnr2y=lnr2c = n(4.8)" 10 _ 384m 6
3 3 3 3 5 y -
Promien kuli jest rowny promieniowi okregu wpisanego w deltoid. Wykorzystujac
, . . pole 24 % D 8
wzOr na promien okrggu wpisanego R = polowa obwodu otrzymamy R = ER R
3

4 (24) g

Objetosé kuli: ¥, = §RR3 __\T7) _184%m B

3 343
Stosunek objetosci figur:

18432xn
Ve _ 343 240
A R VE
5
Punktacja:

1 — narysowanie przekroju;

2 — obliczenie dlugosci bokow trojkata;

2 — obliczenie objgtosci figury powstatej przez obroét trojkata;
2 — wyznaczenie stosunku figur.
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