MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 3. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan
Zadanie 1. (1 pkt)

R1.2. Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiang podstawy logarytmu.

log,2

1
log,3 - log;2 + 10g45 =log,3 +logs5 =1+ loge5 = log,6 + loge5 = log,30.

0g,6 0g,
Odpowiedz: D.

Zadanie 2. (1 pkt)
R9.2. Uczen okresla, jaka figurg jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.

Poniewaz |4B| = |BC| = 2 i kat ABC ma miar¢ 120°, wigc |[AC| = 24/3.
Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokos¢ trojkata ACG:

=4 (\3) =13,
h=A13.
Obliczamy pole trojkata ACG: P = % 2243 13 = 39.

Odpowiedz: C.

Zadanie 3. (2 pkt)

P5.3. Uczen stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego.
. L . L, 1 1 . , L
R5.2. Uczen oblicza granice ciggdw, korzystajac z granic ciggéw typu —, —- oraz z twierdzen o dziataniach
non

na granicach ciggow.

Wyznaczamy a,= 6+ 11(n—1)=11n-35.

Obliczamy:
2_’_ll 8
_ 2 _ —
im% % g2 =8 T o w2 g ).
e g, no  11p* — 5n 20 ll—é 11
n

Odpowiedz: 018.

Zadanie 4. (2 pkt)

P10.3. Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodo-
bienstwa.

Wszystkich mozliwych liczb naturalnych wigkszych od 4000 i mniejszych od 6000 jest 1999. Mamy wylosowaé
liczby, ktore sg parzyste, czyli cyfra jednosci musi by¢ jedng z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8. Losujemy liczby wigksze od 4000
i mniejsze od 6000, wigc na miejscu tysigcy znajduje si¢ cyfra 4 lub 5. Co najmniej jedna cyfra musi by¢ piatka.
Zadanych liczb z 5 na miejscu dziesigtek jest 2 - 10 - 5 =100. Zadanych liczb z 5 na miejscu setek i bez 5 na miej-
scu dziesiatek jest 2 - 9 - 5 = 90. Zadanych liczb z 5 na miejscu tysiccy i bez piatki na miejscu setek i dziesigtek
jest9 -9 - 5=405.
100 + 90 + 405 595
1999 1999

Obliczamy prawdopodobienstwo: =0,29764...

Odpowiedz: 2976.
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Zadanie 5. (3 pkt)
R4.1. Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y =|f(x)|, y = ¢f(x), y = f(cx).

Rysujemy wykres funkcji.

Z wykresu odczytujemy, ze f(x) = m ma doktadnie trzy rozwia-

zania, gdy m =0 lub m = 1.

Odpowiedz: m=01lubm = 1.

Punktacja:

2 — naszkicowanie wykresu funkcji;

1 — stwierdzenie, dla jakich m rownanie ma doktadnie trzy roz-

wigzania.

Zadanie 6. (3 pkt)
P6.4. Uczen stosuje proste zaleznosci migdzy funkcjami trygonometrycznymi.
R2.1. Uczen uzywa wzordw skréconego mnozenia na (a + b)* oraz a® — b>.

Korzystajac ze wzoru na réznice szeSciandw i kwadratow oraz wyciagajac wspolny czynnik przed nawias, otrzy-
mujemy:

(sin x — cos x)[2(sin2x + sin x cos x + cos?x) — 1] <0.

Z ,jedynki trygonometrycznej” oraz ze wzoru na sinus podwojnego kata otrzymujemy réwnowazng nierownosc:
(sin x — cos x)(1 + sin 2x) <O0.

Poniewaz 0° <x < 45°, wiec sin x < cos x, 1 + sin2x > 0, skad (sin x — cos x)(1 + sin 2x) <0.

Punktacja:

1 — zastosowanie wzoru na réznicg szescianow;

1 — przeksztalcenie nieréwnosci do postaci prostego iloczynu;
1 —uzasadnienie, ze iloczyn jest liczba ujemna.

Zadanie 7. (5 pkt)
R7.1. Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na okrggu.
I11.10.7. Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Niech a i b oznaczaja dhugosci podstaw trapezu, ¢ — dlugo$¢ ramienia. Z twierdzenia o okregu wpisanym w czwo-

rokat otrzymujemy a + b = 2¢, czyli ¢ = a ; b )

Poniewaz O jest srodkiem okregu wpisanego w trapez, wigc potproste A0 i DO sa dwusiecznymi katow BAD
i ADC, odpowiednio. Zatem

<LOAD + <0ODA = %(<IBAD + <CDA) = % - 180° =90°.

Zatem <<AOD = 180° — (< OAD + < ODA) = 90°, czyli trojkat AOD jest trojkatem prostokatnym.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata AOD otrzymujemy

2
|OA[2 + |ODP = ¢ = @, czyli
0AF + [OD] = a+b _ |AB|+|CD|.
2 2
Punktacja:

1 — wyznaczenie zalezno$ci c od a i b;
2 —uzasadnienie, ze trojkat AOD jest prostokatny;
2 — uzasadnienie, ze szukana wielko$¢ jest §rednig arytmetyczng dlugosci podstaw.

&FJ Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro 2



Zadanie 8. (5 pkt)

I11.10.3. Uczen korzysta z faktu, ze styczna do okregu jest prostopadta do promienia poprowadzonego do
punktu stycznosci.

R8.5. Uczen postuguje si¢ rownaniem okrggu.

Niech C = (2, 0). Wtedy 0§ OX jest styczna do okregu w punkcie C. Ponadto |BC| = 4, wigc z twierdzenia o stycz-
nych do okregu |[AB| = 4.

Rownanie okregu o $rodku O = (2, 2) i promieniu » = 2 ma po-
staé: (x —2)> + (y—2)* =4.

Niech 4 = (a, b), gdzie a > 01 b > 0. Punkt 4 lezy na okregu,
wiec (a —2)>+(b-2)*=4.

Ponadto |4B| = 4, wigc (a — 6)*> + (b — 0)> = 16.

Rozwigzujemy uktad rownan:

(@a=2P+((b-2)7=4

(a—6)*+b>=16.

Odejmujac drugie rownanie od pierwszego, otrzymujemy |
8a—4b=16.Stad b =2a—4. -1
Podstawiajac b do drugiego rownania, otrzymujemy 4
5a*-28a+36=0.Stada, =2 ia,=3.6.

Zatem b, = 0 (nie spetnia warunkow zadania) i b, = 3,2.

Odpowiedz: 4 = (3,6, 3,2).

Punktacja:

1 —uzasadnienie, ze [4AB| = 4;

2 — zapisanie uktadu réwnan;

2 — rozwigzanie uktadu réwnan i podanie prawidlowej odpowiedzi.

Y

Zadanie 9. (5 pkt)
P3.7. Uczen korzysta z wlasnosci iloczynu przy rozwiazywaniu rownan typu x(x + 1)(x —7) = 0.
R3.1. Uczen stosuje wzory Viete’a.

Pierwszym pierwiastkiem jest x; = —1.

Zatem musimy wyznaczy¢, dla jakich warto$ci parametru ¢ rownanie x> — (a + 1)x + a = 0 ma dwa rdzne rzeczy-

wiste pierwiastki x, i x; takie, Ze x, i x; 83 r6zne od (—1) i x,2 + x,2 + x;2 = 6, czyli x,% + x;2 = 5.

Obliczamy A=a>~2a+ 1= (a— 1)~

Aby istnialy dwa rézne rzeczywiste pierwiastki, A> 0, czylia € R\ {1}.

Ponadto ze wzorow Viéte’a: x,2 +x;% = (x, + x;)° = 2x,x0; = (@ + 1> = 2a=a® + 1.

Rozwigzujemy rownanie: a> + 1 =5, czylia, = -2 lub a, = 2.

Oba pierwiastki sa rozne od 1, wigc istniejg dla nich dwa rézne rozwigzania.

Sprawdzamy, czy ktoryms z rozwigzan nie jest (—1).

Podstawiamy a, = 2. Wowczas x2 +x -2 =0, czylix,= -2 ix;= 1.

Podstawiamy a, = 2. Wowezas x> —3x +2 =0, czylix, = 1 i x; = 2.

W obu przypadkach rozwigzania sg rézne od (—1).

Odpowiedz: a =2 lub a = 2.

Punktacja:

1 — znalezienie wyréznika i sprawdzenie, kiedy jest wickszy od zera;

2 — zapisanie i rozwigzanie rownania na sum¢ kwadratow pierwiastkéw rownania wielomianowego;

2 — sprawdzenie, czy rozwigzania rownania kwadratowego sg rézne od (—1).
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Zadanie 10. (7 pkt)

R7.5. Uczen znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdze-
nia cosinusow.

Oznaczmy katy i boki tak jak na rysunku.

C
. . AC BC . .
Z twierdzenia sinusow: u = u Poniewaz |BC| = 2|AB|, wigc
sin2a  sina
|[AC| 2sin2a .
—— = ——— =4cos a, czyli
|4B| sinx
ACT
| |2 = 16cos’c. 2a
|4B|
Z twierdzenia cosinusow:
|ACP? = |4B* + |BC|> — 2|4B| - |BC] - cos 2a A d
|AC|? = 5|ABP* — 4|AB)* - cos 2a 4 a B
A 2
| C|2 =5-4"cos2a
|4B|
|ACP

Korzystajac z dwoch wzoréw na stosunek otrzymujemy

|AB] "

16cos’a = 5 — 4cos2a
16cos’a = 5 — 4(2cos’a — 1)

3
cos’a = =,

8

2
Zatem | |2 = 16cos’a = 6, czyli |AC|> = 6|ABJ>.
|4B]
Punktacja:
. . o L . AC|

2 — zastosowanie twierdzenia sinusé6w lub cosinusow do wyznaczenia 4B ;

2 — zapisanie rOwnania na cos «;
3 — uzasadnienie, ze |[ACP* = 6|4B].
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