MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 1. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (1 pkt)
R4.1. Uczen na podstawie wykresu funkcji y = f(x) szkicuje wykresy funkcji y = | f(x)|.!
P4.3. Uczen odczytuje z wykresu whasnosci funkcji.

Funkcja f przyjmuje najmniejsza warto$¢ dla x = -2 réwna f(—2) = —1. Wartosciami funkcji na krancach przedziatu
sa f(-=3) = 0 oraz f(3) = 4. Zatem szukanym zbiorem wartosci jest (-1, 5).
Odpowiedz: A.

Zadanie 2. (1 pkt)
R6.5. Uczen stosuje wzory na sume i roznicg sinusow i cosinusow.

Przeksztalcamy sin 3x + sin x = 2sin 2x cos x = 4sin x cos’x.
Poniewaz sin x = 0,25, wiec cos’x = 1 — 0,252 = 0,9375.
Zatem sin 3x + sin x = 0,9375.

Odpowiedz: C.

Zadanie 3. (2 pkt)

R7.1 stosuje twierdzenie charakteryzujace czworokaty opisany na okrggu.

I11.10.7. Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.
Korzystamy z twierdzenia o czworokacie opisanym na okreggu i otrzymujemy: |[AB| =3 + 3 — 2 = 4. Z twierdzenia
Pitagorasa wyznaczamy wysokos$¢ trapezu /2 =9 — 1 =8, czyli h = 2+/2. Promien okregu jest rowny potowie wy-
sokosci, czyli r = 2.
Odpowiedz: 141.

Zadanie 4. (2 pkt)
P5.4. Uczen stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego.
R5.2. Uczen oblicza granice ciggow.

Do obliczenia ponizszych sum skorzystamy, ze wzoru na sum¢ wyrazow ciggu arytmetycznego.

an=3+6+...+3n=%(n+l)n

b,,=(l-1-2-1-...-4~3n)—(3+6+...+3n)=%(311-*—1)n—%(n+l)n=3n2

1 1
Stqd&:ia—przyn—»oo.
2n 2

bﬂ
Odpowiedz: 050.

Zadanie 5. (3 pkt)

R8.4. Uczen postuguje si¢ rownaniem okrggu.

R3.9. Uczen rozwigzuje rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna.
Srodkami okregdw sa punkty (0, 0) i (3, —4), a promieniami |m — 1| i 2|m|, odpowiednio. Aby okregi byly styczne
zewnetrznie, odleglto$§¢ miedzy ich srodkami musi by¢ rowna sumie dtugos$ci ich promieni. Zatem otrzymujemy

. L . . 1
réwnanie: [m — 1| + 2|m| = 5. Rozwiazujac to rownanie, otrzymujemy, ze m = —15 lub m = 2.

' Symbol III oznacza wymaganie z podstawy programowej dla III etapu edukacyjnego (gimnazjum), P (R) — cz¢$¢ podstawy programowe;j

dla zakresu podstawowego (rozszerzonego) szkoty ponadgimnazjalne;j.
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Punktacja:

1 — wyznaczenie $rodki i promieni okregow;
1 — utozenie réwnania;

1 — rozwigzanie rownania.

Zadanie 6. (3 pkt)
R2.1. Uczen uzywa wzordw skréconego mnozenia a* + b3,

18 6 12 6 6 6
X'+ —=|x 4+ — X _1+_ = x" +— D — +1 >2X’+—-
X18 ( x6j[ XIZJ ( x())[( xéj ] ( xéj

Punktacja:
1 — zastosowanie wzoru a> + b3.
2 — uzasadnienie nierdéwnosci.

Zadanie 7. (5 pkt)
R5.3. Uczen rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sume.
R6.6. Uczen rozwigzuje rownania i nierdbwnosci trygonometryczne.

Z warunku na cigg geometryczny mamy:
(sin x + cos x)(cos x — sin x) = 0,5
cos 2x=0,5

x=%+knlubx=%+kﬂ,k:0,1,—1725_2a~~~

Iloraz tego ciggu jest rowny:

_COosx —sinx
V2

2
Aby szereg byt zbiezny, warto$¢ bezwzgledna jego ilorazu musi by¢ mniejsza od jeden, czyli

= \/E(cos X — sin x).

. 2
|cos x — sin x| < -

Sprawdzamy, dla jakich x nier6wno$¢ ta jest spetniona.

Dla x, = g + 2km otrzymujemy

-1 2

[cos x; —sin x| = —— < —.
2 2

7 .
Dla x, = ?n + 2k otrzymujemy

B-1 2
2

<=
2

|cos x, — sin x,| =

Dla x, = 5% + 2k otrzymujemy

B+l V2
2

|cos x; — sin x;| =

2

11 .
Dla x, = ?ﬁ + 2k otrzymujemy

B+l_2

2 2

|cos x, — sin x,| =
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Odpowiedz: x = g F ok k=0,1,-1,2,-2, ..

Punktacja:

1 — utozenie réwnania;

2 — rozwigzanie rownania.

2 — wyznaczenie warto$ci x, dla ktérych szereg jest zbiezny.

Zadanie 8. (5 pkt)

R7.1. Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokat wpisany w okrag.

R7.5. Uczen znajduje zwiazki miarowe w figurach plaskich z zastosowaniem twierdzenia sinuséw i cosinusow.
WprowadZzmy oznaczenia takie jak na rysunku. Skoro kat ADC ma miarg
120°, to z twierdzenia o okregu opisanym na czworokacie otrzymujemy, ze
kat ABC ma miare 60°.

Ponadto trojkat ACB jest rownoramienny, wiec katy BAC 1 ACB sa row-
ne i maja miar¢ 60°. Zatem trojkat ACB jest rownoboczny, czyli |[AC| = a.
Z twierdzenia o kacie srodkowym i wpisanym opartym na tym samym tuku
otrzymujemy, ze kat AOC ma miar¢ 120°. Korzystajac z twierdzenia cosi-
nuséw dla trojkata 4CO, mamy a® =48, czyli a = 43,

Z twierdzenia cosinuséw dla trojkgta ACD otrzymujemy 48 = 5b% + 2b?,

czyli b = ;x/i

. 12
Odpowiedz: Obwod czworokata wynosi 83 + 7\/5 .

Punktacja:

2 — wyznaczenie wartosci a.
2 — wyznaczenie wartosci b.
1 — wyznaczenie obwodu.

Zadanie 9. (5 pkt)
R7.4. Uczen rozpoznaje figury podobne i jednoktadne, wykorzystuje ich wtasnosci.
R3.3. Uczen rozwiagzuje uktady rownan prowadzace do rownan kwadratowych.

Wprowadzmy oznaczenia [AB| = a, |[BC|=b, |EF|=c,
|FG|=d, a oznacza kat BAC. Skoro prostokaty sa podobne, D C
to stosunek b do a jest taki sam jak stosunek d do c. Stosu-

nek ten jest rowny tg o = E
4 p H G

Wobec tego b = %a oraz d = %c.

Pole prostokata ABCD jest o 36 wieksze od pola prostokgta A4 a c
EFGH, wiec %az = %cz + 36.

Obwod prostokata ABCD jest o 14 wigkszy od obwodu prostokata EFGH, wigc %a = %c + 14.

Otrzymujemy zatem uktad rownan
a’=c*+48
a=c+4

Podstawiajac a z drugiego rownania do pierwszego, otrzymujemy: ¢+ 8¢ + 16 = ¢>+ 48, czyli ¢ = 4 oraz a = 8.

. . 1
Zatem skala podobienstwa prostokatow wynosi: k = € 5
a
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Punktacja:

1 — uzasadnienie, ze stosunek d do ¢ jest taki sam jak stosunek b do «;
1 — wyznaczenie stosunku b do a;

1 — zapisanie uktadu réwnan;

1 — rozwiazanie uktadu rownan;

1 — podanie skali podobienstwa.

Zadanie 10. (7 pkt)
R3.1. Uczen stosuje wzory Viéte’a.
R3.2. Uczen rozwigzuje rownania i nierownosci liniowe i kwadratowe z parametrem.
Roéwnanie ma dwa rdzne rzeczywiste pierwiastki, wiec A > 0, czyli
m?—4m —4> 0, wiec m <2 —2~/2 ubm > 2 + 242.
Oba pierwiastki maja by¢ dodatnie, czyli ich suma i iloczyn sa dodatnie. Korzystajac ze wzorow Victe’a, otrzy-
mujemy:
X, +x,>01ix,x,>0,
m>0im+1>0,czylim>0.
Niero6wnos¢ x,° + x,° > x, + x, przeksztalcamy do postaci rownowaznej
(e +20)(0 > =312, + x%) > x; v,
(x, + xz)((xl +x,)7 3x1x2) > XX
Ze wzorow Viete’a mamy:
m(m?>—3m—3)>m
m(m*—3m—4)>0
m(m—4)(m+1)>0
-1 <m<0lubm>4.

Uwzgledniajac wszystkie warunki, otrzymujemy m > 2 + 22.

Punktacja:

1 — wyznaczenie, dla jakich warto$ci m rownania ma dwa rézne rozwigzania,

2 — wyznaczenie, dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma dwa dodatne pierwiastki;

3 — wyznaczenie, dla jakich wartos$ci parametru m rozwigzania rOwnania spetniajg podang nierownosc;
1 — wyznaczenie warto$ci parametru m spetniajace wszystkie warunki zadania.
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