MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 3. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (1 pkt)
R1.2. Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiane podstawy logarytmu'.
log,3 log,3 1 1 1
loge3 +logg,3 = —2= + —=2° = _Jog,3 + —log,3 = —log,3 = log,/3
gS g64 10g2 8 10g2 64 3 g2 6 g2 2 gz gz

Odpowiedz: D.

Zadanie 2. (1 pkt)
R5.1. Uczen wyznacza wyrazy ciggu okreslonego wzorem rekurencyjnym.

Skoro x; = 100, wiec
x,=200-90=110
x;=220-90=130
x,=260-90=170
Odpowiedz: C.

Zadanie 3. (2 pkt)
R10.2. Uczen oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

puajp) = PAOB)
P(B)
Hm=1fpwo=§

P(4A N B)=P(A)+ P(B)-P(4 U B)= é
Zatem

Hﬁw):%=ogs
2]s]o]

Zadanie 4. (2 pkt)
R11.4. Uczen oblicza granice funkcji.

P (p+Dx+ -~ -~
X~ thxtp . G-p)x-D
x>l x—1 x—1 x—1

l—p:%,wiqcp:§:0,(6)
06 6]

Zadanie 5. (3 pkt)
R.V. Uczen tworzy tancuch argumentoéw i uzasadnia jego poprawnoseé.
P2.1. Uczen uzywa wzordéw skréconego mnozenia.

Niech x >y > 0 beda bokami szukanych kwadratow. Wowczas
xr-y?=15
(r=y)x+y)=15

' Symbol III oznacza wymaganie z podstawy programowe;j dla III etapu edukacyjnego (gimnazjum), P (R) — cze$¢ podstawy programowe;j

dla zakresu podstawowego (rozszerzonego) szkoty ponadgimnazjalne;j.
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Poniewaz x 1 y sg liczbami catkowitymi dodatnimi i x >y, wigc x — y i x +y rowniez sg liczbami catkowitymi dodat-
nimi takimi, ze x — y <x + y. Liczbg 15 mozna roztozy¢ na iloczyn dwoch liczb catkowitych dodatnich, z ktérych
pierwsza liczba jest mniejsza od drugiej tylko na dwa sposoby: 1 - 15 oraz 3 - 5. Stad otrzymujemy dwa uktady
réwnan:

x—y=1
x+y=15

Wtedy x=8iy=7.
x—y=3

x+y=5

Wtedy x=41y=I.
Odpowiedz: Parami kwadratow spetniajgcymi warunki zadania sa jedynie kwadraty o bokach 8 17 oraz 41 1.

Punktacja:
1 — znalezienie par 8 1 7 oraz 4 i 1, ale z toku rozumowania nie wynika, Ze sa to jedyne pary;
2 — z toku rozumowania wynika, ze znalezione pary sg jedynymi liczbami spetniajacymi warunki zadania.

Zadanie 6. (3 pkt)

R10.1. Uczen wykorzystuje wzory na liczbg permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtorzeniami do
zliczania obiektéw w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.

P3.10. Uczen rozwiazuje proste rownania wymierne prowadzace do roéwnan liniowych lub kwadratowych.

Niech A4 oznacza zdarzenie, ze z urny wylosowano dwie kule czarne, a x oznacza liczbe kul czarnych. Z tresci
zadania wynika, ze x jest liczba catkowita wigksza lub roéwna 2. Wtedy

x(x—1)

_ 2
Pmy_u+®u+a

2

x(x=1) 1
(x+4)(x+3) 7
3x2—T7x-6=0

2 o
X = =3 sprzecznosé

lubx, =3
Odpowiedz: W urnie sg 3 kule czarne.

Punktacja

1 — utozenie rownania;

1 — rozwiazanie roéwnania;

1 — obliczenie, ile kul czarnych znajduje si¢ w urnie.

Zadanie 7. (5 pkt)
R8.4. Uczen oblicza odleglos¢ punktu od proste;.
R3.9. Uczen rozwigzuje rOwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna.
Wyznaczamy rownanie prostej przechodzacej przez punkty 4 i B: y =x — 2. Mozemy zapisac to rOwnanie w postaci
ogblnejx —y—2=0.
Punkt C lezy na prostej y = —x + 2, wigc C = (x, 2 — x).
Wysokos¢ mozemy wyznaczy¢ ze wzoru na odlegto$¢ punktu od prostej
h:h_@_”_ﬂ.

V2

Z drugiej strony h = 22, wigc

|x—Q—xy—q_2 5
—5 -2

2x—4|=4
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x—2=2lubx-2=-2
x=4lubx=0
Odpowiedz: Szukanym punktem jest C = (4, -2) lub C = (0, 2).

Punktacja:

1 — wyznaczenie rOwnania prostej AB;
1 — utozenie réwnania;

2 — rozwigzanie rOwnania;

1 — podanie wspotrzednych punktu C.

Zadanie 8. (5 pkt)
R11.5. Uczen znajduje ekstrema funkcji wielomianowych i wymiernych.
R4.4. Uczen szkicuje wykres funkcji okreslonej w ré6znych przedziatach réznymi wzorami.

Funkcja f'ma ekstrema w punktach, w ktérych pierwsza pochodna si¢ zeruje i zmienia znak.
f'(x) =3mx*—6x+3m
Dla m = 0 pochodna f'(x) = —6x jest funkcja liniowa majaca jedno miejsce zerowe x = 0 i funkcja zmienia znak
przechodzac przez ten punkt. Zatem funkcja f(x) ma jedno ekstremum.
Dla m # 0 pochodna f”(x) = 3mx* — 6x + 3m jest funkcjg kwadratows, dla ktorej A = 36(1 — m?).
Ma ona dwa rézne rozwigzania, gdy A >0, czyli
1-m*>0
-1<m<0oraz0<m<1
Funkcja przechodzac przez te miejsca zerowe zmienia znak, wiec funkcja f(x) ma wtedy doktadnie dwa ekstrema.

Jesli A = 0, wowczas f'(x) ma dokltadnie jedno miejsce zerowe, ale przechodzac przez nie pochodna nie zmienia
znaku, wiec f(x) nie ma ekstremow.

Gdy A <0, wtedy f”(x) nie ma miejsc zerowych, czyli f(x) nie posiada ekstremow.
Podsumowujac f(x), widzimy, ze nie ma ekstreméw, gdy A <0, czyli

1-m2<0 13
m<—1lubm=>1

Punktacja:

1 — wyznaczenie pochodnej funkcji f{x);

1 —uzasadnienie, ze dla m = 0 jest jedno ekstremum,;

1 — wyznaczenie wartosci m, dla ktérych sa dwa ekstrema;
1 — wyznaczenie wartosci m, dla ktorych nie ma ekstremum; 3 2 -1 0
1 — naszkicowanie wykresu funkcji.

— ¢

Zadanie 9. (5 pkt)

R9.2. Uczen okresla, jaka figura jest dany przekroj graniastoshupa lub
ostrostupa ptaszczyzna.

P7.3. Uczen rozpoznaje trojkaty podobne i wykorzystuje cechy podo-
bienstwa trojkatow.
I11.10.7. Uczen stosuje twierdzenie Pitagorasa.

Z podobienstwa trojkatow CDS i EFS otrzymujemy, ze |EF| = %.

Trojkat BCS jest trojkatem rownobocznym, czyli BE jest wysokoscia tego

a3

trojkata, zatem |BE| = —.

- a
Zauwazmy, ze przekroj ABEF jest trapezem rownoramiennym. F 2 E
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata HBE otrzymujemy
3a* o av1l

W =——— czylih= .

4 1607 4 h

A 7 Ha B
4
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Zatem pole trapezu ABEF jest rOwne:

a
a+5.ax/ﬁ_3a2x/ﬁ

P = =
2 4 16

Punktacja:

1 — wyznaczenie |[EF|;

1 — wyznaczenie |BE|;

1 — spostrzezenie, ze przekroj jest trapezem roéwnoramiennym;
1 — wyznaczenie wysokosci trapezu;

1 — wyznaczenie pola trapezu.

Zadanie 10. (7 pkt)
R.V. Uczen tworzy tancuch argumentéw i uzasadnia jego poprawnosc.
P2.1. Uczen uzywa wzordw skréoconego mnozenia.
R6.5. Uczen stosuje wzory na sinus i cosinus sumy i roéznicy katow.
Skoro AB || CD, wigc miara kata AED jest rowna mierze kata EAB.

Zatem katy EAD i AED maja miare %, czyli trojkat AED X
jest rtOwnoramienny, wigc D b £ £ b C

\DE| = |4D| = b. 5 w=2
Podobnie uzasadniamy, ze |CF| = |BC|=b r o
Skoro a > 2b, to punkt G jest na zewnatrz rownolegto- 2 2
boku ABCD oraz |[EF| = a — 2b. a

Skoro kat ABF ma miarg 90° — %, to kat EGF jest katem prostym.

Kat GEF jest rowny katowi EAB, czyli kat GEF ma miarg %.

Z definicji sinusa i cosinusa dla trojkata prostokatnego EFG otrzymujemy
|FG| = (a - 2b) sin%

IEG| = (a — 2b) cos%

Zatem obwaod trojkata EFG jest rowny (a — 2b)(1 + sin% + cos%j.

. .o . a o
Poniewaz o jest katem ostrym, wigc smE > 0 oraz COSE > 0.

Poniewaz [Jsm— - 1fcosg] > 0, wiec

a a
51n5+cosE>2 s1n500 E = /2sinc .

Zatem (a — 2b)[1 + sm% + COSEJ (a - 2b)(1 + \/2s1na)

Punktacja:

1 — wyznaczenie |[EF|;

1 —uzasadnienie, ze kat AGB jest prosty;
2 — wyznaczenie obwodu trojkata EFG;
3 — uzasadnienie nierownosci.

Oficyna Edukacyjna * Krzysztof Pazdro



