MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 1. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (0-1) Odpowiedz: A
R5.2 Uczen oblicza granice ciggow.

Poniewaz (a,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy r = 3, wiec a,— a,,, = —3, a zatem b, = —3n. Stad

lim e = lim(—l + ij S
n-w b 3n

n

Zadanie 2. (0-1) Odpowiedz: D
R 1.2. Uczen stosuje w obliczeniach wzor na logarytm potegi oraz wzor na zamiang podstawy logarytmu

Obliczamy:
1
1 logz §
log, 9 + log, — =log, 9 + — = log, 9 + log, 9 = 4log, 3.
29 log, 2

Zadanie 3. (0-2) Odpowiedz: 222
R 11.2. Uczen oblicza pochodne funkcji wymiernych;
R 11.3. Uczen korzysta z geometrycznej i fizycznej interpretacji pochodnej;

2(x2+2)—2x-2x_ 4 — 232
(¢+2)  (r2)

Wyznaczamy pochodna funkcji f'(x) =

o . 2
Wspotczynnik kierunkowy stycznej jest rowny f'(1) = 5 =0,(2).

Zadanie 4. (0-2) Odpowiedz: 944

R 7.5 Uczen znajduje zwiazki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdze-
nia cosinuséw

Niech y oznacza kat przy wierzchotku C.

. . . . . 1
Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy 16 = 18 — 18 cos y, czyli cos y = 5

4
Z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy sin y = g

siny

Zatem tgy = =45 =8,944...

cosy

Zadanie 5. (0-3)
R 3.3 Uczen rozwiazuje uktady rownan prowadzace do rownan kwadratowych;
R 8.7 Uczen oblicza wspotrzedne oraz dtugos¢ wektora; dodaje i odejmuje wektory oraz mnozy je przez
liczbeg.

v+ 2w =[a®+2b% 2a + 2b].

[a® +2b%, 2a + 2b] = [1, 2] wtedy i tylko wtedy, gdy a® + 2b*=112a +2b=2.
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Z drugiego rdwnania wyznaczamy a = 1 — b i wstawiamy do pierwszego rownania
(1-b)>+2b=1

30°-2b=0

b(36-2)=0

Zatemb=0ia=llubb=§ia=§.

Punktacja
1 —utozenie uktadu rownanna a i b.
2 — rozwiazanie uktadu rownan.

Zadanie 6. (0-3)

R 7.2 Uczen stosuje twierdzenie Talesa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa do obliczania dlugosci
odcinkéw i ustalania réwnolegtosci prostych

Wprowadzmy oznaczenia takie jak na rysunku. Kat CED jest katem prostym.
Poniewaz 4B||CD, wigc z twierdzenia Talesa

X b b .
= — oraz = —, czyli
x+c a yv+d a
bd
x= oraz y = .
a->b a->b

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata CDE mamy
(5 +(ba)
b* = 2 ¢ d
(a=2)

ba - by = b + d?)
(a—b)=c*+d? A B

Puktacja:

1 — wyznaczenie dtugosci x 1y

1 — zapisanie rownosci wynikajacej z twierdzenia Pitagorasa
1 — dokonczenie przeksztatcen

Zadanie 7. (0-5)
R 6.6 Uczen rozwiazuje rownania i nierdbwnosci trygonometryczne

sin2x + sin3x + cos4x = 0
(sin2x + cos4x) + sin3x =0
2sin3x cos x +sin3x =0
sin3x(2cosx+ 1)=0

sin3x =0 lub cos x = —%

lez—nlubxz%+2knlubx:43—n+2kn,gdziekeZ.

Wyznaczamy pierwiastki nalezace do przedziatu (50w, 1007):

X = % dla k=150, 151, ..., 300,

X = 2?7[ + 2km dla k=25, 26, ..., 49,

X = 4?75 + 2kn dla k=25, 26, ..., 49.
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Punktacja:

2 — zapisuje lewg stron¢ nierownosci w formie iloczynu
1 — wyznacza wszystkie pierwiastki rownania

2 — wyznacza pierwiastki nalezace do zbioru (507, 1007)

Zadanie 8. (0-5)
R 3.3 Uczen rozwiazuje uktady rownan, prowadzace do rownan kwadratowych;
R 7.1. Uczen stosuje twierdzenia charakteryzujace czworokaty wpisane w okrag i czworokaty opisane na
okregu;
Wprowadzmy oznaczenia takie jak na rysunku. Ponadto niech » oznacza promien okregu wpisanego w trapez,
natomiast R promien okrggu opisanego na trapezie.

. o .  a+b D ———C
W trapez ten mozna wpisaé okrag, wigc a + b = 2¢, czyli ¢ = 5
Ponadto |[EB| = a-b .
Z twierdzenia Pitagorasa dla trdjkata BEC mamy nl ¢
h*+|EB)*=c*. Stad h = \Jab. °

Poniewaz & = 2r, wigc h = 4.

Ze wzoru na pole trapezu: P =2(a + b).

Z powyzszych rozwazan i danych z tresci zadania otrzymujemy uktad
rownan: a E
ab=161a+ b=10.

Stad a*> — 10a + 16 = 0, czyli

a,=8i1b,=2luba,=21b,=8.

Przyjmijmy a > b, czylia=81b=2.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AED otrzymujemy: d> =25+ 16 =41, czylid = Ja1.
Okrag opisany na trapezie ABCD jest rowniez okregiem opisanym na trdjkacie ABC. Pole tego trojkata jest rowne

ah 541

acd
— =16. Ze wzoru na pole trojkgta — =16, czyli R = ——.
2 P v 4R v 8

Punktacja:

1 — wyznacza h za pomoca a i b,
2 —wyznacza aib,

2 —wyznacza R .

Zadanie 9 (0-5)
R 3.9 Uczen rozwigzuje rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna,

P 10.3 Uczen oblicza prawdopodobienstwa w prostych sytuacjach, stosujac klasyczng definicj¢ prawdopodo-
bienstwa.

Rozwiazujemy nierowno$é |2x + 4| — |x| < 10.

Dlax <-2:

—2x -4 +x<10, czylix>—-14. Zatem —14 <x <-2.
Dla-2<x<0:

2x+4+x<10, czylix <2.Stad 2 <x<0.

Dla x> 0:

2x+4 —x <10, czylix <6. Stad 0 <x <6.

Zatem —14 <x <6.

Stad wszystkimi catkowitymi rozwigzanami nierownosci sg liczby: —13, —12, ..., 5.

W celu obliczenia prawdopodobienstwa rozwazmy model klasyczny. Niech Q zbior wszystkich zdarzen elemen-
tarnych, 4 — zdarzenie polegajace na tym, ze suma wylosowanych liczb jest dodatnia. Kolejno$¢ wylosowania
liczb nie ma znaczenia.
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18-19
Zatem | Q| = — - 171.

Zbior A sktada si¢ zdarzen elementarnych polegajacych na wylosowaniu dwoch liczb dodatnich, co mozemy zro-

bi¢ na % =10 sposobow lub wylosowaniu liczb: —4 1 5, -3 i jednej z liczb 5 lub 4, -2 i jednej z liczb 5 lub 4 lub

3,—11jednej z liczb 5 lub 4 lub 3 lub 2, 0 i jednej z liczb 5 lub 4 lub 3 Iub 2 lub 1.
Zatem |A|=10+1+2+3+4+5=25,
25

Zatem P(A) = —.
171

Punktacja:

2 — rozwigzuje nierownosc

2 — wyznacza liczebnos$¢ zbioru 4

1 — wyznacza prawdopodobienstwo

Zadanie 10 (0-7)
R 3.1 Uczen stosuje wzory Viéte’a,
R 3.2 Uczen rozwiagzuje rownania i nierownosci liniowe i kwadratowe z parametrem;
R 3.7 Uczen rozwigzuje tatwe nierownosci wielomianowe;
R 3.8 Uczen rozwigzuje proste nierdwnosci wymierne

Aby réwnanie mogto mie¢ doktadnie dwa rdzne rzeczywiste rozwigzania wspotczynnik przy x> musi by¢ rozny
od zera, czyli m # 0 oraz A> 0, czyli

m?*(m + 3)>— 4m(m + 3) >0,

m(m + 3)(m> + 3m —4) >0,

m(m+3)(m+4)(m—-1)>0,

m<-4lub-3<m<0lubm>1.

—-m(m+3
Ze wzordéw Viete’a: suma pierwiastkow rdwnania jest rowna M = —(m + 3) dlam # 0, iloczyn pierwiast-
m
.. , m+3
kow jest rowny dla m # 0. Zatem
m

+3
—(m+3)>m dlam=#0

m

+3)+ +
(m 3) m(m 3) <0
m

(m+3)(m+1)m<0
m<-3lub-1<m<0
Uwzgledniajac wszystkie warunki otrzymujemy: m <—4 lub -1 <m < 0.

Punktacja:

1 — uwzglednienie, ze wspotczynnik przy x? rozny od zera

2 — zapisanie 1 rozwigzanie nierdownosci A > 0

1 — wyznaczenie sumy i iloczynu pierwiastkow w zalezno$ci od m

2 — rozwigzanie nieréwnosci pomigdzy suma a iloczyniem pierwistkow roéwnania
1 — podanie odpowiedzi.
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