MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 2. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. (0-1)
P 1.6. Wykorzystuje definicj¢ logarytmu i stosuje w obliczeniach wzory dot. logarytmow
P 2.1. Uzywa wzordéw skroconego mnozenia

10g§63 +log,2 - log, 18 = log§63 + log,2 - log,, (2 . 9) = 10g§63 +log,2 - (10g362 + 10g369) =
log33 +1og,2 - logy 9 + logs, 2 = logs 3 + 2log, 2 - log, 3 + log3 2 = (log, 3 + 10g362)2 = (10g366)2

(1)2 1
2 4
Odpowiedz: C

Zadanie 2. (0-1)
P 2.1 Uzywa wzoréw skroconego mnozenia
R 11.1 Oblicza granice funkcji

1+ + +3x7 +3x + +1) +1)?
hmi/x L+ 3x(x + 1) =limi/x Wordrl g @D ~im D :iﬁzo
x>l x +1 x>-l x +1 o (x+ D)X —x+1) (" —x+1) 3

Odpowiedz: A

Zadanie 3. (0-2)
P 1.3 Postuguje si¢ w obliczeniach pierwiastkami dowolnego stopnia
P 2.1 Uzywa wzoréw skroconego mnozenia

1 1 1 1 :1—J§+J§—J§+ , 72017 - 2019 _

+ + .t
143 B+5 5+47 J2017 +42019 =2 ) 2
=1-\/2019 :1—442933:21,966

2] ]9
Zadanie 4. (0-2)
P 6.4 Stosuje zaleznosci migedzy funkcjami trygonometrycznymi

Mamy tgx = % Dzielac licznik i mianownik wyrazenia przez cosx otrzymamy:

sinx  cosx Js

1 2
sinx —cosxX _ cosx cosx _ tgx—1_ o :\/_—2:(\/__2) 9445 % 0.055
cosx +sinx  CosX sinx ]+ tgx ﬁ_” J5+2 5-4 S
COSX  COSX 2

GEE
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Zadanie 5. (0-3)
I11. Modelowanie matematyczne

3a

2a

Latwo zauwazy¢, ze naczynie mozemy ,,podzieli¢” na 2 walce: oba o $rednicy 2a, jeden o wysoko$ci a i1 drugi
2a, drugi ma obj¢tos¢ 2 razy wigkszg niz pierwszy. Przekrojem pierwszego jest prostokat, a drugiego kwadrat.

Po przechyleniu i wylaniu 3 objetosci mamy sytuacje jak na rysunku, a to oznacza, ze naczynie pochylono pod
katem o = 45°.

Punktacja:

1 pkt — sporzadzi rysunek zgodny z warunkami zadania

2 pkt — zauwazy, ze ABCD jest kwadratem i obj¢tosci ABC i ACD sg réwne
3 pkt — wyznaczy kat a = 45°

Zadanie 6. (0-3)

V. Rozumowanie i argumentacja. Uczen tworzy tancuch argumentdéw i uzasadnia jego poprawnosc.
X+y+z2 \/E + \/x—z + \/y72
2x + 2y +2z - 2\xy = 2Vxz = 2/yz 2 0
x-2 xy+y+x—2J)Tz+z+y—2Jy?+zZO

(= #4455 20

Metoda przeksztatcen rdwnowaznych otrzymali§my prawdziwg ostatnig nierdéwnosc¢ (suma kwadratéw dowolnych
wyrazen jest liczbg nieujemng), zatem pierwsza nierdwnosc¢ jest prawdziwa.

Punktacja:
3 pkt — poprawnie uzasadni prawdziwos¢ nierdwnosci

Zadanie 7. (0-3)

R 7.5 Znajduje zwigzki miarowe w figurach ptaskich z zastosowaniem twierdzenia sinusow i twierdzenia
cosinusoOw

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku, oraz
R — promien okregu opisanego
7 — promien okrggu wpisanego
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Z twierdzenia cosinuséw wyznaczamy dtugos¢ boku a:
b>=a?+ c?—2ac - cos <IB
49=a>+9—2a3 - cos 120°
49=0a>+9+3a
a*>+3a—-40=0
a=5a=-8
Zatema =5
Pole trojkata ABC
Ly5.3_ 1583
2 2 4
Korzystajac ze wzorow P = abe iP= atbte,
4R 2

P= %ac -sin120° =

r

wyznaczamy promienie R i r.
abe 3-5-7 7 13

_M_Nﬁ_ﬁ_3’

4

1543

2P > B

r:a+b+c:3+5+7 2

73

R 14
Stad — = 3 -5 o konczy dowad.
r NE) 3
2
Punktacja:

1 pkt — wyznaczy dlugosé trzeciego boku trojkata a = 5
3 pkt — wyznaczy co najmniej jeden z promieni

R 14
5 pkt — wyznaczy szukany stosunek — = 3 <5
r

Zadanie 8. (0-5)
R 11.2 Oblicza pochodne funkcji wymiernych

R 5.3 Rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy

x+1 x+1

Funkcja f(x) =x+1+ —_+
1./ (x) x-2 (x-=2)

... ma postac szeregu geometrycznego.

Wige
1
1 x-2
1
q<1<:>‘ <lex<lvxe>3
x-2
Dziedzing funkcji fjest zbior D = (oo, 1) U (3, ©)
L, a x+1 x+1 x+D(x-2) x*-x-2
ajejwzor f(x) =85 =—— = = - -
jej f(x) g 1 P — I 3
x—2 x—=2
Styczna do wykresu funkcji /' w punkcie o odcigtej rownej 6:
X —x-2
J(x)=——7—
x-=3
, X’ —6x+5
X)=———"75>—
ro ==
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o 6 -6-6+5 5
f(6)——(6_3)2 P

28
X =06, f(x)) z?

Styczna:
Y =f(xg) =f"(xo)(x —x0)
28

5
-2 =" (x-6
y-3 9( )

5
=—x+6
)

Punktacja:

1 pkt — zapisze wzor funkcji

2 pkt — wyznaczy dziedzing funkcji f
3 pkt — wyznaczy pochodng funkcji f

5 pkt — wyznaczy réwnanie stycznej do wykresu funkcji f'w punkcie 6

Zadanie 9. (0-5)
R 3.1 Stosuje wzory Viete'a

R 2.1 Uzywa wzorow skréconego mnozenia
(1) Rownanie x> + 2mx + m + 2 = 0 bedzie mialo rozwigzanie,

jesliA>0.
A=4m>-4m—-8>0
m—-m—-2>0
A,=1+8=9
m=-1, m=2

m € (-0, —1) U (2, o)

2 2
X+ x) 3 (x, + xz)(xl —NX, T X, )

2

X+ X, X, + X,

przy czym x; +x, # 0, czylim # 0.

Korzystajac z wzorow Viete'a:

2m m+ 2

2
(x, +x,)° =3xx, = (——j -3

1

Z warunkow zadania:
4m?> —3m—6>-5

4m*-3m—-1>0

A, =9+16=25

m——l,m—l
4

me (—oo,—ij U (1, +o0)

Z warunkow (1) i (2) mamy:

m € (-0, —1) U (2, + )

m#0
1
me (—oo, —Zj U (1, + )

i ostatecznie m € (—o0, —1) U (2, +o0)

|

~

—

—

T~

—

=4m’ -3m -6

2 2 2
=X~ —xx +x° =(x +x,) —3xx,,

| ——

[e=)

T —

~

—

~
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Punktacja:
1 pkt — wyznaczy/rozwigze warunek A > 0

3 3
X+ X,

3 pkt — wykorzysta wzory skréconego mnozenia, wzory Viete'a i wyznaczy m spetniajace warunek > -5

X, + X,

5 pkt — wyznaczy m spelniajace warunki zadania

Zadanie 10. (0-7)

R 3.6 Rozwigzuje rownania wielomianowe
P 4.13 Szkicuje wykresy funkcji f(x) = &
x
R 11.6 Stosuje pochodne do rozwiazywania zagadniefn optymalizacyjnych

Niecha=n,b=n+1,c=n+2,d=n+3 gdzien>0

Przeksztalcajac f(x) otrzymamy:

f@=a —bx>—cx+d=n*—(n+ 1> —(n+2x+n+3=n-—nx>—x*—nx—-2x+n+3
n—x2—x+ 1) -+ 2 -3N=nxx-D)-x-D]-Gx-Dx+3)=nx-DE*-1)-x-1)x+3)=
=(x—-DnE>-1)—(x+3)]=x-1D)mx*-x—-3—n)

Wyznaczamy pierwiastki wielomianu:
) =x-1D)nx>-x-3-n)=0
x;=1 A=1-4n(-3-n)=4n*+12n+1>0,bon e N
1=N4n +12n+1 1+ +4n' +12n+1
: 2n T 2n
A wigc wielomian ma trzy pierwiastki.
Niech f(n) = x, + x, + x; bedzie funkcja okreslajaca wartos¢ sumy pierwiastkow funkeji f(x) w zalezno$ci od n.

L=Vdn +12n 41 1+ Vdn' +120+1

i_2n+2_n+1

n=x+x,+x,=1+ 1+
= 2n 2n 2n 2n n
Szukamy warto$ci najwigkszej tej funkcji. Mozemy wykorzysta¢ wykres tej funkcji.
1 1 :
f(n)= nrlo + 1 — funkcja homograficzna
n n
\
6 ‘\
| \
4 \
3
A
2
B -
& D E E 5 H / J
1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Funkcja jest malejaca, jej argumentami sg liczby naturalne.
Wartos¢ tej funkcji jest najwicksza — rowna 2, dla argumentu n = 1.
Stad suma pierwiastkéw jest najwickszadlaa=1,b=2,c=3,d=4
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Uwaga!

. . . L, _n+1
Mozna wykorzysta¢ monotonicznos¢ ciagu a, = — lub

rachunek pochodnych rozpatrujac funkcje f(x) = xtl dla x € (0, ).
X

x+1. 1
J(x) = 1f'(x)=-=
X X
Pochodna jest ujemna, czyli funkcja f(x) (takze f(n)) jest malejaca, wigc wartos¢ najwieksza osiaga dlan =1 (czyli
wspotczynniki wielomianu sg rowne a =1, b=2,c=3,d=4)1jest onarowna f(1) = % =2
Punktacja:

1 pkt — uzalezni wspotczynniki a, b, ¢, d i zapisze wielomian z n

3 pkt — przeksztatci funkcje do postaci iloczynowe;j

5 pkt — wyznaczy pierwiastki wielomianu

7 pkt — wyznaczy wspotczynniki wielomianu, dla ktérych suma pierwiastkow jest najwieksza
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