MATEMATYKA
Przed probna maturg. Sprawdzian 3. (poziom rozszerzony)
Rozwigzania zadan

Zadanie 1. Odpowiedz: B
R.5.3. Rozpoznaje szeregi geometryczne zbiezne i oblicza ich sumy.

. . . . 3
Niech ¢ oznacza iloraz ciagu (a,). Ze wzoru na sume szeregu geometrycznego otrzymujemy T =9,

. 2
czylig = 3

. . . , . 4 . . . . . 2
Pierwszy wyraz ciagu (a,,) jest rowny 2 a iloraz X czyli suma wyrazow tego ciagu jest rowna =3,6.
1=
9

Zadanie 2. Odpowiedz: B
R 10.2 Oblicza prawdopodobienstwo warunkowe.

Wszystkich zdarzen elementarnych jest Q = 36.

A — zdarzenie polegajace na wyrzuceniu sumy oczek rownej 5.
B — zdarzenie, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy wyrzuconych oczek jest rowna 3.

B=1{(,4),(2,5),(3,6), (4, 1),(5,2), (6, 3)}.
AN B={(1,4), 4, 1)}.

AANB) _

P(4|B) = 5)

3’\\0\|g\w

Zadanie 3. Odpowiedz 017
R.9.2. Uczen okresla, jaka figurg jest dany przekroj graniastostupa lub ostrostupa ptaszczyzna.
Niech a oznacza dtugos¢ krawedzi czworo$cianiu. Zauwazmy, ze AE 1 BE sa wysokosciami trojkatow rowno-

bocznych, czyli |4E| = |BE| = %. Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy wysokos¢ trojkata ABE opuszczo-
V2 a’\2 a’\2
4

. . . 2 .
ng na bok AB: h = aT. Zatem pole trojkata ABE wyraza si¢ wzorem . Poniewaz 1 752, czyli

a=103=17,32...

Zadanie 4. Odpowiedz 220

R 10.1. Wykorzystuje wzory na liczb¢ permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdrzeniami do zlicza-

nia obiektow w bardziej ztozonych sytuacjach kombinatorycznych.
Mamy:
410 —40..0 - 1 mozliwo$¢
311-10..3..0 - 9 mozliwosci (rozmieszczamy 3 na 9 miejscach, pozostate 0)

30..1..0 — 9 mozliwosci (rozmieszczamy 1 na 9 miejscach, pozostate 0)

212 -20..2..0 — 9 mozliwosci (rozmieszczamy 2 na 9 miejscach, pozostate 0)
2,111-201..1..0 — C5 = 36 mozliwosci (rozmieszczamy | i 1 na 9 miejscach, pozostate 0)
1,211-102..1..0 — V¢ = 72 mozliwosci (rozmieszczamy 1 i 2 na 9 miejscach, pozostate 0)
1,1,1,1-101..1..1..0 — C5 = 84 mozliwosci (rozmieszczamy 1 i 1 i 1 na 9 miejscach, pozostate 0)
Zatem wszystkich liczb o tej wlasnosci jest 1 +9+9 +9 + 36 + 72 + 84 = 220.
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Zadanie 5.
R.3.7. Uczen rozwigzuje tatwe nier6wnosci wielomianowe.
X —4x - 8x2+32>0
X —8x?—4x3+32>0
X3 —8)—4(x*—~8)>0
E+2)(x -2y +x+4)>0

Odp: 2<x<2lubx>2

Inny sposob przeksztatcenia nierownosci:
X°—4x - 8x2+32>0

B2 —-4)-8(x*—4)>0

-4 -8)>0

E+2)(x -2y +x+4)>0

Punktacja:

1 — zamienia lewg stron¢ nier6wnos$ci w postaé iloczynows.
2 — podaje rozwigzania.

Zadanie 6.
R 3.9 Rozwigzuje rownania z wartoscia bezwzgledna.

V1495 —6x — Vx> + 4+ 4x :lim(n_?(ﬂ
n—om n +3n

Bx—1]—|r+2/=3

1 1
2<x<— x> —
x<-2 3 3
3x+1+x+2=3 3x+1-x-2=3 3x—-1-x-2=3
2x=0 —Ax =4 2x=6
x=0 x=-1<0 x=2>0
sprzeczno$¢

Réwnanie ma dwa rozwigzania, z czego tylko jedno jest dodatnie, c.n.d.

Punktacja:

1 — przeksztalci réwnanie do rownania z warto$cig bezwzgledna i obliczy granice.
1 — poprawnie rozwigze dwa przypadki.

1 — poprawnie rozwigze trzy przypadki i uzasadni tezg.

Zadanie 7.
R.11.2. Uczen oblicza pochodne funkcji wymiernych.

R.11.4. Uczen korzysta z wtasnosci pochodnej do wyznaczenia przedziatdw monotonicznosci funkcji.
2bx
(x2 + 1)2

Prostay =2 jest styczna do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie (1, £(1)), wiec f'(1) = 0.

Wyznaczamy pochodna: f'(x) = a —

i f(1) = 2. Stad otrzymujemy uktad réwnan: a — % =0 oraza + g =2,czylia=11b=2.

Poniewaz f'(x) =1- — oraz x> > x dlax > 1. Zatem dla x > 1 otrzymujemy

X
(x> +1)

(< +1) —Ax (wel) —dx (x-1)

> 5 >0
(x2 + 1) (x2 + 1) (xz + 1)

J'(x) =

Stad y = f(x) jest funkcja rosnaca dla x > 1.
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Punktacja:

1 — wyznaczenie pochodnej funkcji.

2 — wyznaczenie wartosci a 1 b.

2 — uzasadnienie, ze funkcja jest rosnaca.

Zadanie 8.
R 11.2. Rozwigzuje réwnania wielomianowe.
P 5.4. Stosuje wzor na n-ty wyraz ciggu geometrycznego.

Uwaga!
Przyjmujemy, ze ciag geometryczny tworzg wspotczynniki w kolejnosci 1, a, b, ¢, co nie ma wptywu na rozwia-
zanie zadania.

Jesli liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu, to W(-3) =0, czyli 27 + 9a —3b + ¢ =0.

Jesli wspolezynniki 1, a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, to

a; =1
a=a=q
a,=b=ad*
e
a,=c=a

Podstawiajac otrzymamy:
27+9a-3a*+a*=0
9(-3+a)y+a (-3+a)=0
O+a*(-3+a)=0

Stad a =3 i kolejno b =9, ¢ = 27.
Zatem suma wspolczynnikéw jest rowna 1 +3 + 9 + 27 =40 i jest podzielna przez §, c.n.d.

Punktacja:

1 — skorzysta z faktu, ze -3 jest pierwiastkiem lub ze 1, a, b, ¢ tworza cigg geometryczny.
2 — zapisze rownanie z jedng niewiadoma pozwalajace wyznaczy¢ a (q).

2 — wyznaczy wspotczynniki i pokaze, ze ich suma jest rowna 40.

Zadanie 9.
R 3.3. Rozwigzuje rownania kwadratowe z parametrem.
R 11.3. Korzysta z geometrycznej interpretacji pochodne;j.
P 4.8. Szkicuje wykres funkcji kwadratowe;.

Interpretacja graficzna:
Ary=x*—4x+3
B:y=|x-2|+m

//
~—_

N
o

A
S

N
o

Krzywe moga mie¢ 0, 2, 3 lub 4 punkty wspoélne, czyli zbior 4 N B moze by¢ pusty, dwu-, trzy- lub czteroelemen-
towy.
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Zauwazmy, ze dla
m =—1 zbidr A N B jest trzyelementowy.
m>—1 zbidr 4 N B jest dwuelementowy.

\ /

Rozwazmy sytuacje, gdy krzywe sa styczne.
Mozemy rozwiaza¢ uktad réwnan
y=x>—4x+3

y=]x-2|+m

(lub skorzysta¢ z rachunku pochodnych)

Dlax>2
y=x>—4x+3
y=px-2|+m
X}—4x+3=x-2+m

Krzywe beda styczne, gdy uktad (réwnanie kwadratowe) bedzie mial jedno rozwigzanie.
X>—-5x+5-m=0

A=2574(57m)=5+4m=0—>m=—%.

Analogicznie otrzymamy dla x < 2 (symetria wykresu), a to oznacza, ze dla m = —% krzywe maja dwa punkty

wspolne.

Ostatecznie:
Zbiodr A N B jest:

a) pustydlam < —%

b) dwuelementowy dlam = —% lubm>-1

c) trzyelementowy dla m =—1

5
d) czteroelementowy dla 3 <m<-1

Punktacja:

1 — wyznaczy graficznie zbiory 4 i B.

2 —rozpatrzy przypadek krzywych stycznych.
2 — wyznaczy pozostate przypadki.

Zadanie 10.
R.3.3. Uczen rozwigzuje uktady rownan, prowadzace do rownan kwadratowych.
R.8.4. Uczen oblicza odlegto$¢ punktu od proste;.
R.8.5. Uczen postuguje si¢ rownaniem okregu.
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Srodek okregu (x —2)2 + (y — 1) = 5 jest punkt O = (2, 1), a promien ma dhigo$é r = J5. Zauwazmy, ze $rodek
okregu lezy na prostej x — 2y =0, czyli |4B| = 2r = 245.

Niech & oznacza wysokos$¢ opuszczong na bok AB.

Skoro pole trojkata ABC jest rowne 5, wige NOE 5,czyli h = V5.

x—2
Niech C = (x, y). Odlegtos¢ punktu C od prostej x — 2y = 0 jest rowne | yl = \/g, czylix=2y—5lubx=2y+35.

J5
Punkt C lezy na okegu, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie (x —2)? + (y — 1) = 5.
Wstawiajgc do tego rownania x = 2y — 5 dostajemy (2y —7)> + (v — 1)> =5, czyliy =3 ix = 1.
Wstawiajgc do rownania okregu x = 2y + 5 dostajemy (2y +3)?> + (y — 1)> =5, czyliy =1 ix = 3.
Zatem C=(1, 3) lub C=(3, -1).

Punktacja

1 — wyznaczenie dlugosci boku 4B.

2 — uktada réwnanie z niewiadomymi x i y.

1 — wyznaczenie obie zaleznosci x =2y — 5 lub x = 2y + 5 dla wspoétrzednych punktu C.
1 — zapisuje uklady rownan pozwalajace wyznaczy¢ wspotrzedne punktu C.

2 — wyznaczenie wspolrzednych punktu C.
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