In DOWODY Z WYKAZYWANIEM NIEROWNOSCI
|

W dowodach z nieréwnosciami bardzo czesto bedziemy opierali sie na fakcie, ze okredlone wyrazenie jest nieujemne.

TROCHETEORII | WEASNOSC WYRAZEN NIEUJEMNYCH

Zauwazmy, ze:

52>, poniewaz 25 = 0

(=37 =0, poniewaz 9 = 0

(/2V =0, poniewaz 2 >0

0’ >0, poniewaz 0 =0

2-v2Y=0, poniewaz (2—,/2 Y = 0,35=0

Oznacza to, ze kwadrat sumy lub roznicy dowolnych liczb rzeczywistych jest (x+yfz=0 (x—yP>0 xyeR

wyrazeniem nieujemnym.

Wiele dowoddw opiera sig na tej zaleznosci. Jednym z najbardziej podstawowych /\ ¥+ J( 09
dowoddw w wyrazeniach algebraicznych jest zaleznos¢é: ¥CR,

Udowodnimy te zaleznosc algebraicznie oraz wskazemy interpretacje graficzna.

DOWOD.ALGEBRAICZNY INTERPRETACJA'GRAFICZNA

Wykaz, ze dla kazdej liczby x = R, zachodzi zaleznos¢ x + % =2.

Xt }7 >2 |x (x > 0, wigc znak nieréwnosci nie zmienia sie)

CH1=n
A=u+120
(x—=17%=0

= N W s e
1

Kwadrat rdznicy jest zawsze nieujemny: /\ (x—1)7=0.

cR
X Sy

To bardzo wazna zaleznos¢, do ktdrej wielokrotnie bedziemy sie odwotywac. Wykres funkgji y = x -+ 17

. - 1
s
/\ — czytamy jako: ,Dla kazdego x ze zbioru liczh rzeczywistych dodatnich”, rowniez dowodzi, 7e x +5 = 2.

xER,
Analogicznie mozemy zapisac: /\ j; H ﬁ

xyER,

=2

Uogalniajac, mozemy poda twierdzenie, ze suma dodatnich liczb odwrotnych jest wieksza bads réwna 2.

DOWOD 179

PREZVKLADGWE ROZWIAZANIE

P Wykaz, ze dla kazdego a nalezacego do liczb rzeczywistych prawdziwa jest nieréwnosé¢ a(a +3) = a— 1.

1° Wykonujemy mnozenie i porzadkujemy nierdwnosc, a(a+3)=a—1
@+3a=a—1
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Dowedy z wykazywaniem nierdwnosd

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

2° Otrzymane wyrazenie zapisujemy w postaci wzoru skrdconego A+t3e—a+1=0
- - e ;
‘no’zema’“ kwadratu _sumy, ktur_y Jestzawszei !jleu;emny, wiec P+ 2+120
nierownosc jest prawdziwa dla kazdego a < <. 5
(a+1y =0

@“+2 . a+2

DOWOD 180 O Wykaz zejedlio > 0,t0 " 7= T3

PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

2
1° Obie strony nierGwnosci mnozymy przez 3(a + 1) (@ > 0, wiec %:12 o520 ;_ 2 ‘ 3(a+1)

wyrazenie jest dodatnie i znak nierdwnosci sie nie zmienia)
i porzadkujemy nierdwnosc, przenoszac wszystkie wyrazy na lewa

3’ +2) = e+ 2)a+1)

strone. 30+ 6=2*+20+20+2
3¢t -2 —2a—20+6—220
a*—da+4>0
2" Wyrazenie zapisujemy w postaci kwadratu roznicy, ktdry jest zawsze /\ {a— 2)2 =0

nieujemny, wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa. ey

DOWOD181 | P

. Udowodnij, 7e dla kazdego a i b wyrazenie a* = 36(2a® — 3b) jest prawdziwe.

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Opuszczamy nawias i porzadkujemy. a* = 6a’b— 9’
a*—6a’b+ 9’ = 0

2° Zapisujemy wyrazenie jako kwadrat rdznicy, ktdry jest zawsze nieuje- /\ (i2—30) >0
mny, wiec nieréwnosc jest prawdziwa. sbeR

DOWOD 182 |

| Udowodni, zejedlia > 016> 0,t0 450 > /ap

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1 Obie strony nierdwnosci mnozymy przez 2. # > ,/E |.2
a+b=2/ab
a—2/ab+b=0
(Va=/bY=0

2°Dlakazdego @ =~ 0 b = 0 nierdwnosc jest spetniona, poniewaz otrzymali$my wyrazenie nieujemne, wiec nieréwnosc jest prawdziwa.

TROCHE TEORII | ZALEZNOSCI MIEDZY SREDNIMI

Dodatkowo udowodnilismy powyzej, ze Srednia arytmetyczna dwdch liczh dodatnich jest zawsze wieksza badZ rdwna Sredniej geometrycznej
tych liczh.

(Oto wazniejsze zaleznosci:

ZwroC uwage na cztery rzne Srednie: harmoniczna, geometryczng, arytmetyczng i vadraow

e /hs 0l < /T ogiea> 0,6 >0,
; \

o

Inne zaleznoéd wynikajace z powyzszych nieréwnosci: a + b = 2. ab, @’ + b* = 2ab.
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Dziat6

DOWOD 183

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb g, b, ¢, d prawdziwa jest nierownos¢ /(a + 0)(c+d) = ac + /bd .

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Obie strony nierdwnosci podnosimy do kwadratu i porzadkujemy, przenoszac Ma+b)(c+ d)_ > Jac +./bd ‘ 2

wszystkie wyrazy na jedng strone. (a+b)(c+d) = ac+2/abed + bd
at +ad + b+ bd > gc + 2/ abed + bd
ad —2y/abcd + be = 0

2°Wyrazenie zapisujemy jako kwadrat roznicy, ktdry jest zawsze nieujemny, /\ (Vad — \/T:cr)z =0
wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa. abed =R,

| 4 g4 2 42
| Udowodnij, Ze dla dowolnych liczb a i b nieréwnosé f\‘/ L;rf = \/ g—;—b- jest prawdziwa.

DOWOD 184

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Podnosimy nierdwnos¢ stronami do czwartej potegi, porzadkujemy, przenoszac \4/ at+ot \/ a+6 |
wyrazenia na jedng strone. 2= z
1 4 2 232
+b a+b
Tz ()
VRIS ¥ S
a-;b 2Lf2a4b +b ‘_4

2"+ 26 = * + 2d2 0+ b
a =2+ =0

2° Wyrazenie przedstawiamy jako kwadrat roznicy, ktéry jest zawsze nieujemny, /\ (a2 = bz) =0
wiec nieréwnosc jest prawdziwa. ab=R

P Wykaz, ze nier6wnosc 2¢° — 6xy + 11y* = 0 jest prawdziwa dla kazdego x, y © R.

DOWOD 185

PRZIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1°W pierwszej kolejnodci zwracamy uwage, ktdry z wyrazéw moze hy¢ podwojonym 2% —6xy + 11 ¥ =0
!Icczynem !cwadratu sumy lub kwadratu réznicy. W tym przypadku podwojonym 2 — 6y + 92+ 27 > 0
iloczynem jest —6xy. . .

X +(x=3)P+22>0
2° Rozktadamy wiec poszczegdine wyrazenia tak, aby uzyskac kwadrat réznicy. ay T =

e

=0 =0

=0

3" W wyniku przeksztatceri otrzymalismy sume wyrazeri nieujemnych, ktéra jest rowniez nieujemna dla kaidego x,y = R, wiec nieréwnosc jest
prawdziwa.

DOWOD 186 n Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwa jest nieréwnos a> + b* — 6a + 26+ 11> 0 .

PREZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Przeksztatcamy lewa strone nierdwnosci w taki sposdb, aby otrzymac kwadrat A+t —6a+2+11>0
sumy lub kwadrat rdznicy. g?‘ P 141 >0
(a—3) (b+1) >0
=0 =0
>0

2°W wyniku przeksztatcen otrzymalismy sume wyrazeri nieujemnych i liczby 1, wiec wyrazenie jest wicksze od zera, a nieréwnosc jest prawdziwa.

DOWOD 187

R Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y prawdziwa jest nierdwnosé x(x —y) — y(1—y) = x—1.
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Dowody z wykazywaniem nierdwnosci

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Opuszczamy nawiasy, a nastepnie mnozymy nieréwnoscé stronami x(x—y)—y(1—y)=x—1
przez 2. —y—y+y=x—1 |2
W—2y—+27 = %2

2° Przenosimy wszystkie wyrazy na jedna strone nierdwnosci. W= u+2—y—2y+2>0

3% Rozktadamy i grupujemy wyrazenia tak, aby uzyskac trzy wzory R —N+y P =y —2y+1+120
skrdconego mnozenia (kwadraty rznicy). PR S PR . B
—_— .

=Y + =1 + ¥ =0

=0 =0 =0

4°W wyniku przeksztatcen otrzymalismy sume wyrazen nieujemnych, ktdra jest réwniez nieujemna, wiec nieréwnosc jest prawdziwa.

Wykaz, 7e dla kazdej liczhy rzeczywistej x nierownos¢ x* — x* + 4x + 5 > 0 jest prawdziwa.

DOWOD 183

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Rozktadamy lewq strong nierdwnosci tak, aby otrzymac dwa wzory Fe 5>
skroconego mnozenia (kwadrat sumy i kwadrat réznicy).

A=+ 4+120
2°W wyniku przeksztatcen otrzymalismy sume wyrazeni nieujemnych, 9(4 -2 +1+ 3(2 T4 +4=0
wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa. Y

\

v

=0

DOWOD 189

| Wiedzac, ze a + b = 0, wykaz, ze nierwnosc c+b = ab(a -+ b) jest prawdziwa.

PRIYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Po lewej stronie nier6wnosci korzystamy ze wzoru: (a+b)(a*—ab+b") = ab(a+b)
- N =
a@+b=(a+b)a*—ab+b).

2°Przenosimy wyraZenie z prawej strony na lewa, wytaczamy wspélny (a+b)(a*—ab+b")—ab(a+b)>0
czynnik przed nawias i redukujemy. (a+b)(a—ab+ b2 —ab) = 0

Uwaga! Nie mozemy dzielic przez (a -+ b), poniewaz (a+b)a*—2ab+b7) >0
wyrazenie moze mie¢ wartosc 0. (a+b)(a— b)2 >0
=0 =0

3% Otrzymalidmy w drugim nawiasie kwadrat réznicy, ktdry jest nieujemny. Wartosc a + b rowniez jest nieujemna zgodnie z zatozeniem twier-
dzenia. lloczyn liczb nieujemnych jest nieujemny, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa.

powoD190 | R |

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Wykaz, ze nieréwnosc log ,x + 10 + 9 log ,a = 4 jest prawdziwa dla kazdego @ & (0;1) 1 x < (0;1).

o N ; 0 9
: - >
1° Korzystamy ze wzoru: log,a log,b i porzadkujemy nierdwnos¢.  log x + 6+ log x = 0
2° Korzystajac z rysunku pomocniczego, mozna zauwazyc, 7e jesli j Pl Py
N e [ERESN. I S

a < (0;1)ix < (0;1),tolog,x jest dodatni, wiec usuwamy
mianownik, mnozac nierdwno$¢ stronami.
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Dziat 6

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

9
Iogax+6+w20 |-Iogﬂx

logZx -+ 6log x+9 = 0

2
3° Nierdwnos¢ mozna przedstawic jako kwadrat sumy, ktéry jest zawsze (log JF 3) =0
nieujemny, wiec nierdwnos¢ jest prawdziwa.

DOWOD191 | Wykaz, zejezeli a i b 53 liczbami dodatnimi oraz ab = 1,t0 (a +3)(b +3) = 16.

I

PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Wyznaczamy b = 27 i podstawiamy do lewej strony nierdwnosci. L=(a+3)(b+3)=(a+ 3)(1? + 3) =
2% Upraszczamy i redukujemy. =1+3g+ % +0=104+3g+ % =
3°7 dwdch ostatnich wyrazow wytaczamy 3 przed nawias. =10+ 3(0 +- 17) =16=P

=2

4°W nawiasie otrzymalismy sume dodatnich liczb odwrotnych, ktdra jest zawsze wieksza badz rowna 2.

5° Otrzymalismy wyrazenie wigksze badz réwne liczbie 16 znajdujacej sie po prawej stronie nierdwnosd, wiec nierdwnosc jest prawdziwa.

L . +yz+ xz
ULUDREY I S Wykat, zejeslin, 5, 2 © Ry k=" i/ =x+y+z,00k+1>6.
PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE
Xy tytx
1° Dodajemy liczby k i/, a nastepnie liczbe k rozktadamy na sume utamkéw. k +/= iz +xty+z=
2° Skracamy utamki i porzadkujemy wyrazenia wedtug zmiennych. Xy : "Z +xtyt+z=
i xﬂ
3° Otrzymalismy sume trzech par dodatnich liczh odwrotnych. Kazda z tych 17 + J( + }7 txtytz=x+ 17 Tyt }/ Tzt ]7 il
par jest wigksza badZ réwna 2, wiec ich suma jest wieksza quz rowna 6, czyli 21 a3 B9

nierdwnos¢ jESt pradeIwa

1

DOWOD 193 R ' Wykaz, ze dladowolnych x, y, z € R wyrazeme(x+y-|—z)( ty Fdtm ) 9.

I

PRIVILADOWE ROZWIAZANIE

1° Prowadzimy dowdd od prawej do lewej strony nierwnosci. Wykonujemy L = (x+y+z )(1 £k }7 + l) =

mnozenie. . x v,

=1 +7'+'—+"’+ 1 +7+7+'y-+'| =
2° Uzyskalismy trzy pary dodatnich liczh odwrotnych. Kazda z nich jest =3+ % % it _32? + % + Jzy =9=p
wieksza badZ réwna 2, wiec cata suma jest wigksza badz réwna 9, ?T T 5

a nieréwnos¢ jest prawdziwa.

Uzasadnij, 7e jezeli liczby a, b, ¢ s3 dodatnieia +b+¢= 2,10 -;- + 15 + 1? = 4;

I

DOWOD 194

PRZIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Mnozymy nierdwno$c stronami przez a + b + c. 1; % 1? 4% ’ (a+b+c)
T_
27

4]
(a+b+ C)( F +
2° Po prawej stronie nierwnosci zastepujemy sume a + b + ¢ liczbg 2. (a+b+ c)( b ;
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Dowody z wykazywaniem nierdwnosci

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

37 Przeksztatcamy lewa strone otrzymanej nierdwnosci tak, aby uzyskac [=1+ % + % + % +1+ b4 -f, + f; +1=
sumy odwrotnosc liczb dodatnich, ktdre sq zawsze wieksze bad? rowne 2.

=3+ 0, 0,0,8,C54-p
4° Otrzymana suma jest wieksza badz rdwna 9, wiec nieréwnos¢ jest A N
prawdziwa. =2 =2 =

DOWOD 195 Wykaz, ze jesli x, y, z sa liczbami dodatnimi, to (x + y)(z+y)(x+2z) = 8xyz.

I
FEEE =

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Korzystamy z zaleznoéci miedzy srequ arytmetyczna a geometryczng dwdch liczb dodatnich: - 3— o > /ab . Przeksztatcajac te zaleinos,

otrzymujemy wiasnosé: a + b = 2./ab .
2° Przeprowadzimy dowdd od lewej do prawej strony nierdwnosi, wykorzystujac powyzsza whasnosc.

3owyvy{1iku-przekszta’tfer,i otrzymalismy ) _ ()24 (x+2) =2/ 2/ 2/ =8y 2 =syz =P,
wyrazenie wieksze badZ rowne od wyrazenia —_—

po prawej stronie nierdwnosci, wiec
nier6wnos¢ jest prawdziwa. wigc L = P

>0y =2y 2l e

I

DOWO0D 196 | Udowodni), ze dla kazdego g, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nierwnoé¢ 2 Ll + > Yohed

PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Przeprowadzimy dowdd od lewej do prawej strony nieréwnosd. Korzystamy z zaleznosci pomiedzy Srednimi: a 7 4 = yab.

2° Zamieniamy sumy @ + b i ¢ + d tak, aby uzyska¢ postac srednich arytmetycznych, ktdre sg wieksze (badZ réwne) od $rednich geometrycznych
tych liczh.

4° Otrzymalismy pierwiastek kwadratowy =/ =Jd
« " - " P . p—ee i
iloczynu pierwiastkow, ktory mozemy el b oo

zamienic na pierwiastek czwartegostopnia ; _ a+b+c+d _ T Ty 1/_ + Jd Wy
iloczynu liczb a, b, ¢, d, wiec nierwnosc jest 4 2
prawdziwa. wiecL = P

pOWoD197 | R

a—®+H

| Wykaz, ze dla dowolnych lizb a i b, gdzie a # b, nierdwnosc PR > a 3 jest prawdziwa.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Sprawdzamy, czy wyrazenie w pierwszym mianowniku jest dodatnie. dra+p >0 |2

200+ 2ab+ 262 > 0

2° Przedstawiamy wyrazenie w mianowniku jako sume nieujemnych ;24 22 4 20p + b2+ 52 > 0
sktadnikéw i dodatnich skadnikow. ot b)z F >0

3°Wyrazenie jest wieksze od zera, poniewaZ a # b, wiec nawet jesli jedna ze zmiennych jest réwna zero, to druga z nich jest rézna od zera.

" L ' L, ; _ 2
4 Us’tglfan.le, ze pierwszy rmar_mwmkjest' dodatni, pozwala nam a_b_-l;t_% > P g b
uprosci¢ nierdwnos$¢, mnozac jg stronami. A+a+b

5° Upraszczamy wyraZenie i przedstawiamy w postaci kwadratu réznicy. 3(a® —ab+ b)) > @'+ ab+ b

3¢° —3ab+30°—a*—ab—b' > 0
W —dab+20P >0 |2
a*—2b+b >0
6° Otrzymalismy wyrazenie dodatnie, poniewaz a # b, wiec nierdwnosc jest prawdziwa. (a—b)Y >0
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