DOWODY DOTYCZACE PODZIELNOSCI

Wiele dowodéw dotyczy podzielnosci przez jakas wybrana liczbe lub tego, ze dana liczba jest wielokrotnoscig jakiejs liczby. Tak naprawde oba te
stwierdzenia s tozsame. Omdwimy je na przyktadzie.

TROCHE TEORII | ZAPIS LICZB PODZIELNYCH PRZEZ OKRESLONA WARTOSC

Jesli chcemy wykazad, Ze liczha jest podzielna przez 7, to nalezy te liczbe przedstawic jako iloczyn liczhy 7 i dowolnej liczby catkowitej.
Liczba 21 jest podzielna przez 7, poniewaz mozna jg roztozy¢ nailoczyn  — 21=3-7.

Liczha 91 jest podzielna przez 7, poniewaz mozna ja roztozy¢ nailoczyn  —  91=13-7.

Liczha 8638 jest podzielna przez 7, poniewaz mozna jg roziozyC nailogyn — 8638 = 1234 -7.

Zauwazmy, ze gdybysmy mieli stwierdzic, czy na przykiad liczba 7 - 125 893 dzieli sig przez 7, to musielibySmy uznac, ze jest to pytanie retorycz-
ne. Odpowiemy, Ze oczywiscie tak, mimo Ze nie znamy wartosci tego ilozynu.

Zauwazmy, ze kazda liczbe podzielng przez 7 mozemy roztozyé na iloczyn liczby 7 i okreslonej liczby catkowitej, ktérej wartos nie jest dla nas
istotna. W dowodach wyrazenie, ktdre jest liczbq catkowitg, zastepujemy dowolng litera, np.

7k, qdde k = C

Zapis ten oznacza, Ze wyrazenie 7k jest wielokrotnoscig liczby 7 i liczby catkowitej k, czyli jest liczbg podzielng przez 7.
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DOWOD 1 Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 3.

PREVEEADOWE ROZWIAZARIE

1° 0znaczamy trzy kolejne liczby catkowite dla n = C. n — pierwsza liczba catkowita
n+ 1—druga liczha catkowita
n+ 2 —trzedia liczba catkowita

2° Zapisujemy sume liczb i redukujemy wyrazy podobne. ntn+l1+n+2=3h+3=
3°Wytaczamy liczbe 3 przed nawias. Liczba w nawiasie jestlizha = 3(n+1) = 3k
catkowita. Otrzymalismy wieciloczyn liczhy 3 i liczby catkowitej, kel

wiec suma ta jest podzielna przez 3.




Dziat1

DOWGD 2 o

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

| Wykaz, ze suma kwadratéw pieciu kolejnych liczb catkowitych jest podzielna przez 5.

"l

1° 0znaczamy pie¢ kolejnych liczh catkowitychdla n e C.

2° Zapisujemy sume kwadratéw tych liczb i porzadkujemy

wyrazenie.

3°Wytaczamy liczbe 5 przed nawias. Wyrazenie w nawiasie jest
liczbg catkowity. Otrzymalismy iloczyn liczby 5 i liczby catkowitej,
wigc suma kwadratow jest podzielna przez 5.

n+ 3 — czwarta liczba catkowita
n+ 4 — piata liczha catkowita

n — pierwsza liczba catkowita
n+1— druga liczha catkowita
n+ 2 — trzedia liczha cathowita
(1Y +(n+2F+(n+3P+(n+4Y =
=ttt 1+t a4+ +Fen+9+nl-gn+16=
=51+ 200+ 30 =
=5(n44n+6) = 5k

—————

kel

DOWOD 3 ML

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

Udowodnij, ze suma kwadratow czterech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 8.

Al

1° Oznaczamy cztery kolejne liczby parzyste dla n & C.

2° Zapisujemy sume kwadratow tych liczb i porzadkujemy
wyrazenie,

3° Wytaczamy liczbe 8 przed nawias. Wyrazenie w nawiasie
jestliczbg catkowit. Otrzymalismy wieciloczyn liczby 8 i liczhy
catkowitej, wiec suma kwadratdw jest podzielna przez 8.

2n — pierwsza liczba parzysta
2n+ 2 — druga liczha parzysta

21+ 4 — trzecia liczba parzysta
2n+ 6 — czwarta liczba parzysta

(Y + (420 +(n+4Y +(n+6) =
= 4’ +4n’ + 8n 4+ 4t + 160+ 16+ 4n2 + 240+ 36 =
= 160" + 48n + 56 =

=8(2n* +6n+7) =8k
ke C

DOWOD 4 n Uzasadnij, ze réznica szescianéw dwdch liczb catkowitych réznigcych sie o trzy jest podzielna przez 9.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

s

1° Oznaczamy kolejne liczby réznigce sieo3dlan « C.

2" Zapisujemy roznice szesciandw liczb i porzadkujemy wyrazenie,
korzystajac ze wzoru: (a + b) = @® + 3ab + 3ab” + b°.

3°Wykaczamy liczbe 9 przed nawias. Liczba w nawiasie jest liczba
catkowity. Otrzymalismy iloczyn liczhy 91 liczby catkowitej, wiec
réznica szesciandw jest podzielna przez 9.

n — pierwsza liczba catkowita
n =+ 3 —druga liczha catkowita

(n+3P - =@+t + 2+ -4 =

=9(n’+3n+3) =9
—_—

ke C

DOWOD 5 Udowodnij, ze wyrazenie (n + 4 + (30— 4)3n+4)+ 2 dlan = N jest podzielne przez 10.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Porzadkujemy wyrazenie,

2°Wytaczamy liczbe 10 przed nawias. Wyrazenie w nawiasie jest

liczbq catkowity. Otrzymalismy iloczyn liczby 101 liczhy catkowitej,

wiec wyrazenie jest podzielne przez 10.

(n+4Y+(3n—4)(3n+4)+ =
=n+8n+16+92 =1+ 2n=10n =10 =
=10(n*+n) = 10k

—_—

ke C

W

DOWOD 6 P Wykaz, ze liczba 5% + 5206 + 5207 jost podzielna przez 31.




Dowady dotyczace podzielnosci

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wykaczamy 52" przed nawias, korzystajac ze wzoru: @™ - @" = g™ *", 50 4 52016 4 507 = 52015 (1 4 574 52) =
2°Wykonujemy dziatania w nawiasie, Liczba 5°°" jest liczbq cathowita,. =5 (1+5+25)=31- ijjf =31k
Otrzymalismy iloczyn liczhy 311 liczhy catkowitej, wiec wyjéciowa liczha keC

jest podzielna przez 31.

DOWOD 7 ﬂ Wykaz, ze suma 2015 + 20157 4 2015° + 2015 + 2015° + 2015° jest podzielna przez 2016.

PRIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Z kazdej pary dwdch kolejnych liczb wy’rqczamy wspolny czymnik 3015 + 20152 + 2015% + 2015* + 2015° + 2015° =
" . . _ mt n
peaeifinciizs orayshyezeuanmin i = = 2015(1+ 2015) + 2015% (1 + 2015) + 2015° (1 + 2015) =

2° Wytaczamy wspdlny czynnik (1 -+ 2015) przed nawias. = (14 2015)(2015 + 2015 + 2015°) =
= 2016(2015 + 2015° + 2015°) =

3° Wyrazenie w nawiasie jest liczbg catkowita. Otrzymalismy wiec = 2016(2015 + 2015° + 2015°) = 2016k

iloczyn liczby 2016 i liczby catkowitej, czyli suma jest podzielna przez keC

2016.

DOWOD 8 n Udowodnij, ze liczba 4 + 4% + 4* + . + 47 + 4 jest podzielna przez 20.

PRZYKEADOWE ROZWEAZANIE

1°Wyfaczamy wspélny czynnik z kazdej pary dwéch kolejnych liczh. 4 1424 43 144+ 1+ 470 1430 =
=41+ +L A+ )+ +4P(1+4) =

2° Nastepnie jeszcze raz wylaczamy wspélny czynnik (1 + 4) przed = (1 + )4+ 8+ +47) =54+ 8+ . +47) =
nawias oraz dodatkowo z pozostatych sktadnikow liczbe 4. Wyrazenie = 5-4(1+47+ .. + 478) = 20k

w nawiasie jest liczhg catkowita. Otrzymalismy iloczyn liczhy 20 i PRES

liczby catkowitej, wiec wyjéciowa liczba jest podzielna przez 20.

DOWOD 9 Udowodnij, ze liczba 7 + 7%+ 7° ++ ... + 7% jest podzielna przez 57.

PRIYKLADOWE ROZWIARZANIE

1°Wytaczamy z kazdych trzech kolejnych liczb ich najwiekszy T+ +734+ . +79=
wspolny dzielnik, P AL T EW L TNER . XX ET
=7-(0+7+)+7-Q+7+)+ . +77-(1+7+7) =
2° Nastepnie jeszcze raz wytaczamy wspélny czynnik przed nawias. = (1+7+ 49){7 +7 47+ .+ 79?2 =57k

Wyrazenie w drugim nawiasie jest liczba catkowita. Otrzymalismy keC

iloczyn liczby 57 i liczby catkowitej, wiec wyjsciowa liczba jest

podzielna przez 57.

DOWOD 10 n Wykaz, 7e liczba 7'°% — 5 - 7% + 3 7% jest podzielna przez 17.

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Wytaczamy wspolny czynnik 7°% przed nawias, korzystajac 70 5. 73 = (P 5.743)=
zewzoru: @™ - " = @™ ", nastepnie wykonujemy dziatania w =78 (49 -35+3)=7".17=
nawiasie.

2°Liczba 7% jest liczba catkowita. Otrzymalismy wieciloczyn liczby = Jff 7 =17k
17 i liczhy catkowitej, zatem wyjsciowa liczba jest podzielna przez 17. ke c




Dziat 1

DOWOD 11 R | Wykaz, ze wyrazenie 3" + 37" 1+ 3724373 gdzie p & I , jest podzielne przez 120.
N ¥ %

PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Korzystamy ze wzoru: a” - a” = a" " i rozkdadamy poszczegéine 3743771437424 30%3 — 304 30 34 a0 32 3733 =

liczby, a nastepnie porzadkujemy wyrazenie. =3"+3-3749.37427.37=40.37 = 40.3.3" 1 =
2Skoron  T7,,toliczha 3" " jest catkowita. Otrzymalismy =120-3""" =120k
wieciloczyn liczby 1201 liczby catkowitej, zatem wyjsciowa liczba jest keC

podzielna przez 120.

DOWOD'12

' Uzasadnij, 7e dla kaidej dodatnie; liczhy catkowite] n liczba 7" " + 8 - 9+ 77 jest wielokrotnoscia liczby 8.

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Korzystamy ze wzoru: a” - a” = a"* ™, redukujemy potegi, T894+ =77 48947 =
a nastepnie wytgczamy wspélne czynniki przed nawias. =8.7"4+8.9"=

2° Wyrazenie w nawiasie jest liczba catkowita. Otrzymalismy iloczyn =8(7"+9") = 8k

liczby 8 i liczhy catkowitej, czyli wielokrotnosc liczby 8. ke

DOWOD 13

| Wykaz, ze wyrazenie 218198 jest podzielne przez 80.

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia: 18 —198 = (1% — 19 (214 +19%) =
@ —br=(a—b)a+b), pamietajac, ze a™ " = g™ - ¢,

2" Powtarzamy przeksztatcenia w stosunku do wyrazeniaz pierwszego = (212 — 199217 +192)(21* +19%) =
Ll = (441 —361) (02 +199)(21* +19") =
3°Wyrazenie (217 +19)(21% + 19*) jest liczba catkowita. = 8021 +197)(21" + 19*) = 80k
Otrzymalismy wiec ifoczyn liczby 801 liczby catkowitej, zatem wyrazenie keC

jest podzielne przez 80.

DOWOD 14

Wykaz, 7e wyrazenie 1015° + 985° jest podzielne przez 1000,

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Korzystamy ze wzoru: @* + b° = (a + b)(a? — gb + b2). 10157 + 985% = (1015 + 985)(10152 — 1015 - 985 + 9852) —
= 2000(1015% — 1015 - 985 + 985%) =

2" Wyrazenie 2 (1015 - 1015 - 985 + 9857) jestliczbq catkowita. = 1000 -2- (1015 — 1015 - 985 + 985°) = 1000k

Otrzymalismy wigc iloczyn liczby 10001 liczby catkowitej, zatem ke C

wyrazenie jest podzielne przez 1000.

Wykaz, ze suma 9° + 11° jest podzielna przez 202.

DOWOD 15

PRIVK:ADOWE ROZWIAZANIE

1° Korzystamy ze wzoru: @* + b° = (a + b)(a® — ab + b*), zapisujac 95+ 118 = (92) + (112 = (92 +112)(9% — 9. 112+ 11%) =

9% = (92) oraz 116 = (112)%,

“

sie jest liczbq catkowita. Otrzymalismy wiec iloczyn liczby 202 i liczby ke
catkowitej, zatem wyrazenie jest podzielne przez 202,

2° Obliczamy warto$¢ pierwszego nawiasu. Wyrazenie w drugim nawia- = (81 +121)(9* — 92 112+ 11%) = 202




Dowaody dotyczace podzielnosci

TROCHE TEORII | WEASNOSCI CHARAKTERYZUJACE ILOCZYNY KOLEJNYCH LICZB CALKOWITYCH

loczyn dwdch kolejnych liczh catkowitych jest zawsze podzielny przez 2, poniewaz jeden z czynnikéw tego iloczynu musi by¢ parzysty, a drugi
nieparzysty, np.:

2-3=6=2-3

5-6=30=2-15

107-102 = 10302 = 2- 5151

Moina zauwazy(, ze kazdy z przyktadowych iloczynow jest wielokrotnoscia liczby 2, czyli n(n + 1) 2k, gdzie k < U
lloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych jest zawsze podzielny przez 6, poniewaz wsrdd trzech kolejnych liczb catkowitych co najmniej jedna
liczba dzieli sie przez 2 i dokfadnie jedna dzieli sie przez 3. Jegliliczba dzieli sie jednoczesnie przez 2 3, to dzieli sie przez 6, np.:
2-3-4=24=6-4

7-8-9=504=¢6-84

100101102 = 1030 200 = 6 - 171700

Mozna zauwazyc, ze kazdy z przyktadowych iloczyndw dzieli si¢ przez 6, czyli n(n + 1)(n+2) -~ 6k, gdzie k « .
Analogicznie mozna przeprowadzic rozumowanie dla iloczynu wiekszej ilosci kolejnych liczb catkowitych.

Hoczyn czterech kolejnych liczh catkowitych jest zawsze podzielny przez 24— 1-2-3 -4 — 41,

lloczyn pieciu kolejnych liczh catkowitych jest zawsze podzielny przez 120 — 1-2-3-4-5 = 51,

lloczyn n kolejnych liczh catkowitych jest zawsze podzielny przez 1-2-3- ... -n = nl.

| WNIOSEK 0GOLNY

DOWOD 16 Wykaz, e dla n ¢ T wyrazenie n° — n jest podzielne przez 6.

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Wytaczamy n przed nawias, P—n=nln*—1)=
2°Korzystamy ze wzoru: a* — b* = (a— b)(a + b), aby rozhozy¢ wyrazenie = n(n—1 n+1)=

w nawiasie, i ustawiamy czynniki w kolejnoéci od najmniejszego do najwiekszego.

3° Otrzymalismy iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych, ktéry jest podzielny = (n—1)n(n+1) = 6k
przez 6, poniewaz o najmniej jeden z czynnikdw jest podzielny przez 2 e

i dokadnie jeden z czynnikow jest podzielny przez 3.

DOWOD 17

Uzasadnij, ze dla kazdej liczhy catkowitej n liczha 3n* — 9n* + 61 jest podzielna przez 18.

PRZIVKLADOWE ROZWIAZANIE

1°Wytaczamy 3n przed nawias. 3P —9n* +6n=3n(n? —3n+2) =

g - + 2
2°Wyrazenie w nawiasie przedstawiamy w postaci iloczynowej. Obliccamy A~ VA =1, my= “ifl =7 ;

oraz pierwiastki réwnania kwadratowego.
37 Otrzymalismy iloczyn trzech kolejnych liczb catkowitych, ktéry jest podzielny = 3n(n—1)(n—2) =18k
przez 6, wiec liczha dzieli sie przez 3 - 6 = 18. & ke C

DOWGD 18 Uzasadnij, ze dla kazdej liczhy catkowitej k liczba k* + 26* — k* — 2k jest podzielna przez 24.

PRZIVEEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wytaczamy k przed nawias, a wyrazenie w nawiasie rozktadamy dopostaci~ k*+ 26° — k> — 2k = k(iK* + 2> —k—2) =
iloczynowej, wykorzystujac metode grupowania wyrazow. = KR k+2) =1k +2)] = k(k+2)(K—1) =
=k(k+2)k—1)k+1)=



Dziat1

2° Otrzymalismy iloczyn czterech kolejnych liczh catkowitych, ktéry jest =(k=Dk(k+1)(k+2)= 24
podzielny przez 24. )

M,1eC

DOWOD 19

| Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowitej n liczba n® — 2n* + n? jest podzielna przez 36.

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wylaczamy n® przed nawias. i =m+nt=nt(nt—m?+1) =

2°Korzystamy ze wzorow: (a - b ) = a*— 2ab + b =t (=1 =nt(n—12(n+1)}=
oraz g° — b? — (a—0b)(a+b).

3°Wylazamy potege poza nawias, korzystajac z twierdzenia a”b" = (ab)". = [(n —Dn(n+1 )]2 = (6k )} = 36K
Zauwazmy, ze w nawiasie otrzymalismy iloczyn trzech kolejnych liczb I —
catkowitych, ktdry jest podzielny przez 6, poniewaz co najmniej jeden z czyn-
nikéw dzieli sie przez 2 i jeden z czynnikow dzieli sie przez 3.

6k, k< C

4°Liczba jest wiec podzielna przez 36.

DOWOD 20

14 Uzasadnij, zedla n = I liczba n° — 5n° + 4n jest podzielna przez 120,

PREZYKLADOWE ROZWEAZANIE

1°Wylaczamy n przed nawias. =5 +an=n(n*—5n2+4)=

2° Zastosujemy podstawienie ¢ = i, aby przedstawic wyrazenie w nawiasie nt—s’+4=7—5t+4
w postaci rownania kwadratowego.

4
3° Obliczamy pierwiastki réwnania, aby zamienic posta ogélng réwnaniana /A =3, ta= 5—%—3- = (1
postaciloczynowa.

2—s5t+a=0—=1)(t—4) = —1)n*—4)

4°Wracamy do wyrazenia poczatkowego i rozktadamy nawiasy na iloczyn, aln*=spt+4)=n(pt=1)(p*—4) =
korzystajac ze wzoru: a® — b° = (a—b)(a+b). = aln— 1Y+ —2)n +2) =

5° Pa uporzadkowaniu iloczynu pieciu kolejnych liczb catkowitych, wsrod = {n —2)(n—"1)n(n+1)(n+2) = 120k
ktérych jedna jest podzielna przez 2, jedna jest podzielna przez 3, jedna jest 120k ke C

podzielna przez 4 (jest to inna liczba niz wezesniejsza podzielna przez 2), jedna

jest podzielna przez 5, mozemy zauwazy¢, ze podana liczba jest podzielna przez

2:3:-4.5=120.

Pierwiastkami wielomianu stopnia trzeciego sa liczhy 1, 3, 5. Wspétczynnik przy najwyZszej potedze zmiennej tego
* wielomianu jest rdwny 5. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowitej nieparzystej wartosc tego wielomianu jest liczhg
podzielng przez 240.

DOWOD 21

PREYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Zapisujemy posta¢ iloczynowa wielomianu W( x ), korzystajaczinformacji,  W(x) = a(x—x)(x—x)(x—x;) =

Zex, = 1; X, = 3; x; = 5 oraz ze wspétczynnik przy najwyzszej potedze jest = 5(x— 1) (x—3)(x—5)

réwny 5.

2° Oznaczamy dowolng liczbe nieparzysta jako 2n + 1,gdzien « I1,pod-  W(2n+1)=5(2n+1=1)(2n+1-32m+1-5)=
stawiamy do wielomianu W( x ) i porzadkujemy. =5-m(m—2}n—4) =

3°Wylaczamy z obu nawiastw liczbe 2. =10n-2-2{n—1)(n—2)=

4°Liczby n, n—1, n — 2 sq kolejnymi liczbami catkowitymi. lloczyn tych licb = 40n(n—1)(n —2) = 240k
jest podzielny przez 6, poniewaz wsrod tych liczb jest co najmniej jedna liczba W
parzysta i doktadnie jedna liczba podzielna przez 3, czyli wielomian W(2n + 1)

jest podzielny przez 40 - 6 = 240.

10



DOWOD 22

PRZVKLADOWE ROZWIAZANIE

Dowody dotyczace podzielnosc

Wykaz, 7e liczba 5% — 3 - 5% — 5'% + 3 jest podzielna przez 48,

1°Wprowadzamy zmienng ¢ i rozktadamy otrzymane wyrazenie
do postadi iloczynowej metod grupowania wyrazow.

2° Otrzymalismy iloczyn trzech kolejnych liczb parzystych, poniewaz
ostatnimi cyframi wyrazen 5'% - 3, 5" — 1 oraz 5" + 153 zawsze
kelejne cyfry parzyste,

3° Wytaczamy z obu nawiasow liczbe 2. Otrzymalismy iloczyn trzech
kolejnych liczb catkowitych, ktdry jest podzielny przez 6, poniewaz wsrdd
tych liczb jest co najmniej jedna liczba parzysta i dokfadnie jedna liczba
podzielna przez 3, czyli cate wyrazenie dzieli sie przez 2- 2 - 2- 6 = 48.

Niech 5'%° = ¢
P—3t—t+3=22(t—3)—(t—3)=(—3)2—-1)=
=({t—=3)(—1)t+1)=

=(5"=3) (5= 1) (5" +1) = (2 +2)(2k+ 4) =
% %+2 U+4 ke C

=2-2-2k(k+1)(k+2) =48k
6k ke C

DOWOD 23

PRIVKEADOWE ROZWIAZANIE

< Wykaz, zedlan © IV liczba 9" — 1 jest wielokrotnoscia liczby 8.

1° Zamieniamy potege 9" — 3% i stosujemy wzor skrdconego mnozenia,

aby uzyskaciloczyn.

2° Otrzymalismy iloczyn dwoch kolejnych liczb parzystych, poniewaz
ostatnimi cyframi wyrazeri 3" — 1 oraz 3" + 1 53 zawsze cyfry parzyste.

3°Wytaczamy liczbe 2 przed nawias. Uzyskalismy iloczyn liczby 4 oraz
iloczyn dwdch kolejnych liczb, ktdry jest zawsze podzielny przez 2, wiec
wyrazenie jest podzielne przez 4 - 2 = 8.

9 —1=3"—-1=

=(3"—1) 3"+1) =%(2%+2)=

2k  %+2 ke C
—4k(k+1) =8
—
UleC

DOWOD 24 o

Wykaz, ze liczba 1

PREVKEADOWE ROZWIAZANIE

— 1jest podzielna przez 10.

1° Korzystamy ze wzornu:
a"—1=(a—1)a" "+a" 4. +a+1)
i rozktadamy wyrazenie do postaciiloczynowej.

M =1=M=-1D)10+11°+ . +114+1) = 10k
keC

2° Otrzymalismy iloczyn liczby 10 i liczby catkowitej, wiec wyjéciowa liczba jest podzielna przez 10.

DOWOD 25

PREZVKEADOWE ROZWIAZAMIE

'8 Wykaz, ze wyrazenie 2018+ 3 - 201* — 4 jest podzielne przez 4000.

1°Wprowadzamy podstawienie.

2° Otrzymujemy wyrazenie w postaci funkcji kwadratowej,
wiec przeksztatcamy je do postadi iloczynowej.

3° Powracamy do wyjéciowego wyrazenia i przeksztatcamy je,
korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia.

4° Ostatnig cyfra wyrazenia 2012+ 1jest 2, wiec jest to liczba podzielna
przez 2, a ostatnia cyfra wyrazenia 201" + 4 jest 5, wiec jest to liczba
podzielna przez 5.

Niech ¢t = 201*
2018 +3- 201" —4=F+3—4=
n =345
JR =5 rm———wzé—(_4
=(t—1)(t+4)=0*—1)(201*+4) =

=201 =1)(201% +1)(201* +4) =
= (201 —1)(201 +1)(201% + 1)(201* +4) =

=200-202- {2012+ 1){(201* + 4) =
—_—
ke C 5tael

1




Dziat 1

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

5°Wyrazenie jest wiec podzielne przez 4000.

=200-101-2- 2k - 5t = 4000 - 101 - kt = 4000n
C
ne

DOWOD'26 n Wykaz, 7e liczba 25" + 8 - 25% — 9 jest podzielna przez 27,

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Wprowadzamy podstawienie.

2° Otrzymujemy wyrazenie w postaci funkeji kwadratowej, /A = 10,

ktdre przeksztatcamy do postaci iloczynowe].

3°Wracamy do wyjsciowego wyrazenia
i przeksztatcamy je, korzystajac ze wzoru skrdconego
mnozenia.

4° Mozemy zauwazy¢, ze trzy ostatnie czynniki sa liczbami

parzystymi.

5% Przedstawiamy iloczyn w taki sposéb, aby jednym
zaynnikéw byta liczba 27

6° Liczba jest wiec podzielna przez 2’

Niech ¢ = 25°

5% +8. 258 —9=F2+8—9=
o= TBET0 _
127 2 TN

=(t+9)(t—1)=(25+9)258—1) =
=254 =125+ 10258 +9) = (252 — 1) (252 + )25 +1)(25° +9) =

=(25-1)(25+ 1252+ 1)(25* +1)(258+9) =

e
24 % % keC U teC 2mmeC

=2-2-2-3-2213-2%k-2-2m=2"-3-13-k-I-m=2n
C
—_

DOWOD 27 ﬂ Uzasadnij, ze liczba 10" — 4 jest podzielna przez6, dla n < I, .

PRZVKEADOWE ROZWIAZANIE

1°Zapiszmy liczbe 10” — 4 tak, aby mozna byto zauwazy¢ 10" —

z jakich cyfri w jakiej ilos sie ona skfada.
2° Suma cyfr tej liczby to

9n—1)+6=9—3=3(3n
wielokrotnoscig liczby 3, wiec liczba dzieli sie przez 3.

Ostatnia cyfra jest parzysta, wiec liczha dzieli sie przez 2.
Jedliliczba dzieli sie przez 2 i 3, to jest podzielna przez 6.

1). Suma cyfr jest

4=100..0—4=
—

n zer

999...96 =6k k € C

et
n—"1 dziewigtek

DOWOD 28

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

R | Wykaz, ze liczba (107 -+ 8, gdzie n < TV, jest podzielna przez 81,

1°Dla n = 0 wartos¢ wyrazenia wynosi:

2°Dla n = 0 wyrazenie przyjmuje postac:

3° Suma cyfr liczby 107 + 8 jest rdwna 9, wiec liczba ta
dzieli sie przez 9, a kwadrat tej liczby przez 81.

(10°+ 8)2 == 81, wiec wyrazenie jest podzielne przez 81,
10"+8=100...0 +8 = 100...08 = %, qdzie k = C
— —

n zer n—1zer

(107 +8) = (%)’ = 81k, qdzie k = C

DOW6D29 | P

P Wykaz, ze suma liczb: czterocyfrowej, trzycyfrowej i dwucyfrowej postaci AAAA + AAA + AA jest podzielna przez

137, wiedzac, 7e A oznacza dowolng cyfrei A # 0.

PRZVKEADOWE RUZW%SZRN&E

wsmzowxm '

Przyk%ad hlhg 325 mozna zapisac }ako 3 ]00 + 2 10 + 5

1° Rozldadamy I|czby na sumy wmlokrotnoscn poszcze-
gdlnych cyfri redukujemy wyrazy podobne.

12

AABA + AAA + AA = 1000A+100A+10A+A+100A+10A+A+'IOA-‘-A =



Dowody dotyczace podzielnosc

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

2° Przedstawiamy otrzymana liczbe jako iloczyn 137 =834 =13 G4 =13k
i liczby catkowitej, wiec wyjsciowa suma jest podzielna ke C
przez 137.

| Dane sacyfry A, B, C, D rozne od zera oraz suma liczb czterocyfrowych postaci ABCD + DABC + (DAB + BCDA.

DOWOD 30 i
= Wykaz, ze suma ta jest podzielna przez 101.

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Rozldadamy liczhy na sumy wielokrotnosci poszczegol-  ABCD + DABC + (DAB + BCDA =

nych cyfr i redukujemy wyrazy podobne. = 10004 + 1008 + 10C + D+ 10000 + 1004 + 108+ ( +
-+1000C + 1000 + 104 + B+ 10008 + 100 + 10D + A =
=TMA+TNE+ 1M+ 111D =

2°Wylaczamy 1111 przed nawias i rozkfadamy nailoczyn - = 1111(A+B8+C+D) = 101-11(A+B+(+D) = 101k

liczby 1071 11. Przedstawilismy liczbe jako iloczyn liczby ke ¢

101 i liczby catkowitej, wiec suma jest podzielna przez 101, |

DOWOD 31 Wykaz, zeiloczyn 1-2-3-4- ... - 19 - 20 jest podzielny przez 10 000.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°W celu otrzymania iloczynu rdwnego 10 000 zwracamy  1:2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-15-16-17-18-19 - 20 =
uwage na liczby podzielne przez 2, 5 lub 10,

2° Rozktadamy liczbe 15 na iloczyn liczby 3 i liczby 5. =2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14-3-5-16-17-18-19- 20 =

3° Obliczamy iloczyn wyrdznionych liczh. =2-5-10-5-20-3-4-6-7-8-9-11-12-13-14-3-16-17- 18- 19 =
10 000

4 Otrzymalismy iloczyn liczby 10 000 i liczby catkowitej, ~ =10000-3-4-6-7-8-9-11-12-13-14-3-16-17-18-19 = 10 000k

wiec liczba jest podzielna przez 10 000. ke C

Dana jest liczba catkowita a taka, ze liczba a + 2 jest podzielna przez 5. Udowodnij, ze liczba a® + 3 tez jest
podzielna przez 5.

Dowop32 | R

PRZVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Zapisujemy liczbe a + 2 jako wielokrotno$c liczby 5. a+2=5% — a=>5—2

2°Wyznaczong warto$c a podstawiamy do wyrazenia @+3=(5%—2) +3 =125 — 150> + 60k — 8+ 3 =

a* + 3, wykonujemy przeksztatcenia, — 125K — 150K + 60k — 5 =
3°Wylaczamy liczbe 5 przed nawias. Otrzymalismy =5 (_25!(3 — 30K% + 12k — 1)‘ =5l
iloczyn liczby 5 i liczby catkowitej, wiec liczba a® + 3 jest reC

podzielna przez 5.

DOWOD 33 f 1 Wykaz, ze liczba 101275 + 104215 + 1051 jest podzielna przez 10.

PRZIVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Zauwazmy, ze gdy obliczamy kolejne potegi liczby 101 np. 101" = 101, 101% = 10 201, 101° = 1030 301, to ostatnia cyfr3 otrzymanych
wynikéw bedzie zawsze 1, wiec ostatnig cyfra 1012°" jest rdwniez 1.

2015
5

2° Analogicznie mozna zauwazy, 7e ostatnig cyfra wyrazenia 1057 jest 5.

3° Wypiszmy kilka pierwszych poteg liczby 104: 104" = 104, 1042 = 10 816, 104> = 1124 864, 104* = 116 985 856.

13



Dziat1

PRZYKEADOWE ROZWIAZANIE

Mozna zauwazyc, Ze ostatnimi cyframi sa na przemian 41 6. Cyfra 4 wystepuje wtedy, gdy wykladnik jest nieparzysty, a cyfra 6, gdy wyktadnik jest
parzysty, wiec ostatnia cyfra liczby 1042 jest cyfra 4.

4° Jezeli wiemy, e ostatnie cyfry poszczegolnych sktadnikdw sumy to 1, 4 oraz 5, to ostatnia cyfra sumy bedzie liczha 0, poniewaz 1+ 4 +5 = 10,
wiec liczba 10127 + 10425 -+ 105" = 10k, gdzie k « C.

Wykaz, ze nie istnieje wielomian IW( x ) czwartego stopnia 0 wspdtczynnikach catkowitych spefniajacy warunki
W(1)= 2k orazW(—1)=2k+1,qdzie k & C.

DOWOD34

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1° Zapisujemy wielomian IW( x } w postaci ogéinej, gdzie  W(x) = ax*+ b + o +dx+e
liczby a, b, ¢, d i e sq liczhami catkowitymi,

2° Zapisujemy uktad réwnan wynikajacy z warunkéw g+b+c+d+e=2%

3° Dodajemy réwnania stronami. 20+ 2+2e=2%+2%+1
4°Wytaczamy przed nawias liczbe 2 po lewej stronie. Aa+c+e)=2- 2% +1
Suma a + ¢+ e jest liczha catkowitg. Po lewej stronie Y- i
uzyskalismy liczbe podzielng przez 2, czyli parzysta, a po In=2m+1

prawej liczhe nieparzysta, wiec rownanie jest niepraw-
dziwe, a wielomian W ( x ) nie istnieje.

DOWOD 35 Udowodnij, ze dla kazde] liczhy catkowitej g idla kazdej liczby catkowitej b liczha a*b— b’ a jest podzielna przez 6.

PRZVKEADOWE ROZWIAZANIE

1° Liczba deli sie przez 6, jesli jednoczesnie dzieli sie przez 2 i przez 3.
2° Przeksztatcamy wyrazenie do postaci iloczynowej: > — b3a = ab(a* — b*) = ab(a—b)(a+b)

3° Sprawdzamy podzielnos¢ przez 2.
Przypadek 1. Jezeli jedna zliczb a lub b jest parzysta, to co najmniej jeden z czynnikdw jest podzielny przez 2, wiec liczba rwniez dzieli sie przez 2.

rzypadelk 2. Jesli liczby a i b s jednoczesnie nieparzyste, to otrzymujemy sytuacje:

a - b ( a — b N a + b )
i N W - W -
nieparzysta  nieparzysta  nieparzysta  nieparzysta nieparzysta  nieparzysta
parzysta par;ysra
Mozna zauwazy(, ze po podstawieniu dowolnych liczb nieparzystych otrzymamy dwa czynniki parzyste, wiec liczba jest podzielna

przez 2.
4° Sprawdzamy podzielno$¢ przez 3. Liczby przy dzieleniu przez 3 moga miec reszty 0, 11ub 2.

Przypadek 1. Jesli liczba a lub liczba b jest podzielna przez 3 (reszta réwna 0), to liczba dzieli sig przez 3.

Przypadek 2. Jesli liczby a i b beda mialy reszty identyczne (jednocze$nie 1lub jednoczesnie 2), to liczby a i b mozna zapisaC w sposab:
a=3p+r,b=3q+r,gddep g < Care {12}
Wtedy czynnik ¢ — b = 3p+r— (3¢ +r) =3p-+r—3g—r=3(p—q) jest podzielny przez 3, a wiec liczba rdwniez jest
podzielna przez 3.

Przypadek 3. Jesli jednaz liczb a lub b ma reszte z dzielenia przez 3 réwng 1, a druga reszte z dzielenia przez 3 rowna 2 lub odwrotnie, to liczby
@ i b mo7na zapisa¢ w sposab: ¢ =3p+1ib =3¢+ 2
luba=3p+2ib=3¢+1
Wtedy czynnik @ + b = 3p + 3¢+ 3 = 3(p + ¢ + 1) jest podzielny przez 3, a wiec liczha réwniez jest podzielna przez 3.

14



Dowody dotyczace podzielnosc

PRIVKLADOWE ROZWIAZANIET

4° Udowodnilismy, ze w kazdym przypadku liczba a® b — b a jest podzielna jednoczesnie przez 2 i przez 3, wiec jest podzielna przez 6, czyli
cb—b'a=6t,qdziet € C

PRZVKXADOWE ROZWIAZANIE2

1° Dopisujemy do wyrazenia jednomiany: ab oraz —ab.  a’b—b’a=a’b—ab+ab—b’a =
W ten sposob wyrazenie zmieni swoja postac, ale nie
Zmieni wartosci.

2°7 pierwszej pary wylaczamy przed nawias ab, =ab(a*—1)—ab(b’—1) =
az drugiej pary —ab.
3° Rozktadamy wyrazenia w nawiasach na iloczyny, =ab(a—1)a+1)—ab(b—1)(b+1) =
korzystajac ze wzoru skrdconego mnozenia i zamieniamy = p{ g — 1 Ya(a+1)—a(b—1)b(b+1)=
kolejnos¢ czynnikdw. ’ o h dIeC
4° Zauwazmy, ze otrzymalismy dwa iloczyny trzech = 6{bk—al) = 6m

. - . ” . —_—
kolejnych liczb catkowitych, ktdre sa podzielne przez 6. meC

5 Liczha jest wiec podzielna przez 6.

DOWGD 36

Wykaz, ze dla kazdej liczby catkowite] k liczba k(k + 1)(k+ 9)(k* + 1) jest podzielna przez 5.

PRZYKLADOWE ROZWIAZANIE

1°lloczyn jest podzielny przez 5, jedli co najmniej jeden z czynnikdw jest podzielny przez 5.
2°Liczby przy dzieleniu przez 5 moga miec reszty 0, 1, 2, 3 lub 4. Sprawdzimy podzielnos¢ dla wszystkich przypadkéw.
Przypader 1. Jezeli reszta rowna jest 0, to mozemy zapisac, ze k = 5/, gdzie | = C.Wtedy pierwszy czynnik iloczynu jest podzielny przez 5.

Przypadek 2. Jezeli reszta jest rowna 1, to mozemy zapisad, ze k = 5/ 1,gdzie | € C.
Wtedy czynnik k+9 = 5/+ 1+ 9 = 5/+ 10 = 5(/ + 2) jest podzielny przez 5.

Przypadel 3. Jezeli reszta jest rdwna 2, to mozemy zapisac, e k = 5/+ 2, gdzie | < C.
Wtedy czynnik k2 + 1= (51 + 22 +1 =257 + 20/ + 5 = 5(5/2 + 4/ + 1) jest podzielny przez 5.

Przypadek 4. Jezeli reszta jest rowna 3, to mozemy zapisac, ze k = 5/+ 3, qdzie | & C.
Wedy czynnik &% + 1= (5! + 3)* + 1= 252+ 30/ + 10 = 5(5/ + 6/ + 2) jest podzielny przez 5.

Przypadel 5. Jezeli reszta jest rowna 4, to mozemy zapisac, e k = 5/+ 4, gdzie | € C.
Wtedy czynnik k + 1= 5/+4+1=5/+5 = 5(/+ 1) jest podzielny przez 5.

3° Dla wszystkich przypadkdw jest zawsze spefniona podzielnosc przez 5 dla ktdregos z czynnikow, wiec liczba dzieli sie przez 5.
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