Wektory - powtdrzenie z 1.klasy
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Wektory - wprowadzenie

Wektory zapisujemy korzystajac z kwadratowych nawiaséw np. [3,1].
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Wektory - wprowadzenie
Wektory zapisujemy korzystajac z kwadratowych nawiaséw np. [3,1].

Kazdy wektor mozna odczytywac jako instrukcje. [3, 1] oznacza zwieksz
pierwsza wspdétrzedna o 3, a druga wspdtrzedng o 1.
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Wektory - wprowadzenie
Wektory zapisujemy korzystajac z kwadratowych nawiaséw np. [3,1].

Kazdy wektor mozna odczytywac jako instrukcje. [3, 1] oznacza zwieksz
pierwsza wspdétrzedna o 3, a druga wspdtrzedng o 1.

Mozemy ten wektor interpretowaé graficznie, jako strzetke:

/
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Wektory - wprowadzenie

W uktadzie wspoétrzednych wektory nie maja z gbry zadanego potozenia.
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Wektory - wprowadzenie

W uktadzie wspoétrzednych wektory nie maja z gbry zadanego potozenia.
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Wektory - wprowadzenie

W uktadzie wspoétrzednych wektory nie maja z gbry zadanego potozenia.

Wszystkie strzatki na powyzszym rysunku reprezentuja ten same wektor
[1,3].
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Wektory - wprowadzenie

Jesli jaki$ niezerowy wektor przytozymy do danego punktu, to wskaze on
nam inny punkt.
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-
Wektory - wprowadzenie

Jesli jaki$ niezerowy wektor przytozymy do danego punktu, to wskaze on
nam inny punkt.

Jesli wektor [3,2] przytozym kolejno do punktéw (1,1),(—2,4),(2,—2), to

otrzymamy odpowiednio punkty (4,3),(1,6),(5,0). llustruje to ponizszy
rysunek:
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-
Wektory - wprowadzenie

Jesli jaki$ niezerowy wektor przytozymy do danego punktu, to wskaze on
nam inny punkt.

Jesli wektor [3,2] przytozym kolejno do punktéw (1,1),(—2,4),(2,—2), to

otrzymamy odpowiednio punkty (4,3),(1,6),(5,0). llustruje to ponizszy
rysunek:

(1,6)

“3)
/

(5,0)
. t

22

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 16 marca 2022 5 /45



Wektory - wprowadzenie

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego
punktu do drugiego.
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Wektory - wprowadzenie

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego
punktu do drugiego. Przyktadowo jesli A(—1,3) i B(2,1), to wektor

—
prowadzacy z A do B to AB = [3,-2].
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Wektory - wprowadzenie

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego
punktu do drugiego. Przyktadowo jesli A(—1,3) i B(2,1), to wektor

—
prowadzacy z A do B to AB = [3,-2].

Jest to dosy¢ oczywiste - by doj$¢ z A do B musimy zwiekszy¢ pierwsza
wspbtrzedng o 3 i zmniejszy¢ druga o 2.
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Wektory - wprowadzenie

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego
punktu do drugiego. Przyktadowo jesli A(—1,3) i B(2,1), to wektor

—
prowadzacy z A do B to AB = [3,-2].

Jest to dosy¢ oczywiste - by doj$¢ z A do B musimy zwiekszy¢ pierwsza
wspotrzedng o 3 i zmniejszy¢ druga o 2.

Mozemy ewentualnie zastosowaé ogdlng zasade. Jesli A(xa, ya) i
B(xg,yg), to wektor z A do B to:

N
AB = [xg — xa,yB — YAl
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Wektory - wprowadzenie

Majac dane dwa punkty mozemy zapytaé, jaki wektor prowadzi z jednego
punktu do drugiego. Przyktadowo jesli A(—1,3) i B(2,1), to wektor

—
prowadzacy z A do B to AB = [3,-2].

Jest to dosy¢ oczywiste - by doj$¢ z A do B musimy zwiekszy¢ pierwsza
wspotrzedng o 3 i zmniejszy¢ druga o 2.

Mozemy ewentualnie zastosowaé ogdlng zasade. Jesli A(xa, ya) i
B(xg,yg), to wektor z A do B to:

N
AB = [xg — xa,yB — YAl

Zauwazmy przy okazji, ze wektor z B do A, to BA = [-3,2].
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Dtugos¢ wektora

Majac dany wektor mozemy obliczy¢ jego dtugos¢ korzystajac z tw.
Pitagorasa.
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Dtugos¢ wektora

Majac dany wektor mozemy obliczy¢ jego dtugos¢ korzystajac z tw
Pitagorasa.

Przyktadowo jedli v = [1,4], to jego dtugosé |V| to:

V12442

V] = V12 + 42 = V17
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Dtugos¢ wektora

Jesli chcemy znalez¢ dtugos¢ odcinka AB, to obliczymy najpierw wektor
—
AB, a nastepnie znajdziemy jego dtugosc.
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Dtugos¢ wektora

Jesli chcemy znalez¢é dtugosé odcinka AB, to obliczymy najpierw wektor
—
AB, a nastepnie znajdziemy jego dtugosc.

Przyktadowo dla A(—2,2) i B(1,
Pitagorasa otrzymujemy |AB| =

my AB = [3,—1] i z twierdzenia

1) m
_E§| V10.
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Operacje na wektorach

Wektory mozemy dodawaé, odejmowac i skalowaé (mnozy¢ przez liczbe
rzeczywista).
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Operacje na wektorach

Wektory mozemy dodawaé, odejmowac i skalowaé (mnozy¢ przez liczbe
rzeczywista).

Niech &= [2,1],b = [-1,3].
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Operacje na wektorach

Wektory mozemy dodawaé, odejmowac i skalowaé (mnozy¢ przez liczbe
rzeczywista).

Niech &= [2,1], 5 = [~1,3]. Mozemy te wektory reprezentowaé
nastepujaco:

S

/
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Operacje na wektorach - dodawanie

F+b=1[2,1]+[-1,3] =[1,4].
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Operacje na wektorach - dodawanie

F+b=1[2,1]4[-1,3] = [1,4]. Graficznie:

o

+

SH
S
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Operacje na wektorach - odejmowanie

F-b=[21-[-1,3=[3,-2.
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Operacje na wektorach - odejmowanie

F—b=[21]—[-1,3] = [3,—2]. Graficznie:
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Operacje na wektorach - skalowanie

33

—3[2,1] = [6,3],
b= _%[_1’3] = [_%v 1]
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Operacje na wektorach - skalowanie

:3[2 1] [6,3],
—ib=-1-1,31=[-1,1]

Graficznie:
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Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:
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-
Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,
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-
Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,

przeciwne, gdy v, = —uy oraz v, = —uy,
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Wektory

Dwa wektory V' = [vy, v, | oraz &' = [ux, u,] sa:

rowne, gdy v = uyx oraz v, = u,
przeciwne, gdy v, = —uy oraz v, = —uy,
réwnolegte, gdy istnieje liczba rzeczywista p taka, ze v, = p - uy oraz

Vy =P Uy.
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Czas na kilka éwiczen.
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA

AB=[-1-3,2—1] =[-41]

Zinterpretujmy ten wynik: by doj$¢ z punktu A do punktu B musimy i$¢ o
4 jednostki w lewo (zmniejszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke do
gory (zwiekszyé wspdtrzedna y o 1).
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA

AB=[-1-3,2—1] =[-41]

Zinterpretujmy ten wynik: by doj$¢ z punktu A do punktu B musimy i$¢ o
4 jednostki w lewo (zmniejszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke do
gory (zwiekszyé wspdtrzedna y o 1).

=B-(-1),1-2]=[4-1]

By dojs$¢ z punktu B do punktu A musimy i$¢ o 4 jednostki w prawo
(zwiekszy¢ wspdtrzedng x o 4) oraz o 1 jednostke w dét (zmniejszyé
wspotrzedng y o 1).
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-
Przyktad 1

— —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
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-
Przyktad 1

L, — —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
Pamietajmy, ze nie musimy na site stosowaé wzoréw. By dojs¢ z A do B

musze zmniejszy¢ wspdtrzedna x o 4, a wspdtrzedna y zwiekszy¢ o 1. To
przektada si¢ na wektor [—4, 1]
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-
Przyktad 1

L, — —
Dane s3 punkty A(3,1) oraz B(—1,2). Znajdz wektory AB oraz BA
Pamietajmy, ze nie musimy na site stosowaé wzoréw. By dojs¢ z A do B
musze zmniejszy¢ wspdtrzedna x o 4, a wspdtrzedna y zwiekszy¢ o 1. To

przektada si¢ na wektor [—4, 1]

Analogicznie, by dojs¢ z B do A, trzeba zwiekszy¢ pierwszg wspdtrzedng o
4 i zmniejszy¢ druga o 1, co daje wektor [4, —1].
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Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
—>

AB
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Przyktad 2

Dan
RN

ny jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech B(xg, yg), wtedy:

xg—2=3
yg —3=-1
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Przyktad 2

Dan
RN

ny jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech B(xg, yg), wtedy:

xg—2=3
yg—3=-1

Otrzymujemy xg = 5 oraz yg = 2, czyli B(5,2).
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-
Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
—
B =

>
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-
Przyktad 2

Dany jest punkt A(2,3) oraz wektor v = [3, —1]. Znajdz punkt B taki, ze
B=v.

>

Prostsza interpretacja jest nastepujaca: skoro /IB) = V, to znaczy, ze
wektor vV ma nas prowadzi¢ z punktu A do punktu B. Startujac z A(2, 3)
mamy zwiekszy¢ wspdtrzedng x o 3 i zmniejszy¢ wspbtrzedng y o 1.
Otrzymujemy B(5,2).
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Przyktad 3

Dan yJest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2|. Znajdz punkt A taki, ze
—
B =

>
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Przyktad 3

Dan
-5

ny jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

1l—xa=1
5—ya=-2
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-
Przyktad 3

Dan
-5

ny jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

1l—xa=1
5—ya=-2

Otrzymujemy x4 = 0 oraz y4 = 7, czyli A(0,7).
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-
Przyktad 3

Dan
-5

ny jest punkt B(1,5) oraz wektor v = [1, —2]. Znajdz punkt A taki, ze
B =

>

Mozemy utozy¢ réwnania. Niech A(xa, ya), wtedy:

1l—xa=1
5—ya=-2
Otrzymujemy x4 = 0 oraz y4 = 7, czyli A(0,7).

Ale lepiej policzy¢, ze BA= 7= [—1,2] i przytozy¢ ten wektor do
punktu B, by otrzyma¢ punkt A.
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Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.
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-
Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.

Rozwigzujemy uktad réwnan

2m—3 = —n
3m=—(n—5)
Batory Mat-fiz 2
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-
Przyktad 4

Znajdz wartosci parametréw m i n, dla ktérych wektory v = [2m — 3,3m]
oraz i = [n, n — 5] sa przeciwne.

Rozwigzujemy uktad réwnan

2m—3=-—n
3m=—(n—5)
Otrzymujemy m = 2 oraz n = —1.
Batory Mat-fiz 2
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Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.
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Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.

Rozwiagzujemy uktad réwnan

= N
I
T T
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Przyktad 5

Znajdz wartosci parametréw k, dla ktérego wektory v = [2, k] oraz
U = [—4,1] sa réwnolegte.

Rozwiagzujemy uktad réwnan

= N
I
T T

Otrzymujemy k = —

N =
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-
Przyktad 6

Oblicz dtugo$¢ wektora v = [2, —1]
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-
Przyktad 6

Oblicz dtugo$¢ wektora v = [2, —1]

V| = /22 +(-1)2=V5
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1).
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1). Znajdujemy wektor

—
AB = [1,4] i obliczamy jego dtugosé¢
AB| = V12 + 42 = V17
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-
Przyktad 7

Oblicz odlegtos¢ punktu A(1, —3) od punktu B(2,1). Znajdujemy wektor

—
AB = [1,4] i obliczamy jego dtugosé¢
AB| = V12 + 42 = V17

Oczywiscie zamiast wektora AB mogliSmy znalez¢ wektor BAi obliczy¢
jego dtugosc - wynik bytby ten sam.
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Cwiczenia ze zbioru

Przerobimy teraz wybrane podpunkty z zadan 6.1, 6.2, 6.4, 6.7, 6.8, 6.9
oraz w catosci zadania 6.10, 6.12 i 6.14.
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Cwiczenia ze zbioru

Przerobimy teraz wybrane podpunkty z zadan 6.1, 6.2, 6.4, 6.7, 6.8, 6.9
oraz w catosci zadania 6.10, 6.12 i 6.14.

Na prezentacji nie bede zamieszczat tresci zadan, wiec prosze mieé otwarty
zbidr przerabiajac ten materiat.
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Cwiczenia ze zbioru

Przerobimy teraz wybrane podpunkty z zadan 6.1, 6.2, 6.4, 6.7, 6.8, 6.9
oraz w catosci zadania 6.10, 6.12 i 6.14.

Na prezentacji nie bede zamieszczat tresci zadan, wiec prosze mieé otwarty
zbidr przerabiajac ten materiat.

Wszystkie pozostate podpunkty i zadania z tego rozdziatu powinniscie
przerobi¢ samodzielnie.
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N
Zadanie 6.1 ¢

Chcemy obliczy¢ dtugoséé odcinka.
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N
Zadanie 6.1 ¢

Chcemy obliczy¢ dtugoséé odcinka.

A
9 @
8
7
6
5
.
3
AB ?
1
s 7 % 5 A s 2 o 12 3
-
-2
-3
-
-5
B
L -6
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N
Zadanie 6.1 ¢

—
Mozemy skorzystaé bezposrednio ze wzoru lub obliczy¢é wektor AB i z tw.
Pitgarosa obliczy¢ jego dtugosc:
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N
Zadanie 6.1 ¢

—
Mozemy skorzystaé bezposrednio ze wzoru lub obliczy¢é wektor AB i z tw.
Pitgarosa obliczy¢ jego dtugosc:

10
A
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i
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i
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i
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i
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AB 15
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i
8 7 © 5 4 3 2 10| 1 2 3
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i
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i
S
i
a4
i
5!
B 8 |
- -
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N
Zadanie 6.1 ¢

—
Mozemy skorzystaé bezposrednio ze wzoru lub obliczy¢é wektor AB i z tw.
Pitgarosa obliczy¢ jego dtugosc:

10
A
HE)
i
8 /1
i
7o
i
6 i
i
5|
i
4
i
3l
i
7 2f
AB 15
oo
i
8 7 © 5 4 3 2 10| 1 2 3
S
i
2|
i
S
i
a4
i
5!
B 8 |
- -

—
|AB| = |AB| = /82 + 152 = 17
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N
Zadanie 6.2 ¢

Chcemy obliczy¢ srodek odcinak AB.
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N
Zadanie 6.2 c

Chcemy obliczy¢ srodek odcinak AB.

M 10 9 8 7 6 5 4 3 =2 10 1 2 3 5
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N
Zadanie 6.2 ¢

Obliczymy wektor AB i pofowe tego wektora przytozymy do punktu A:

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 16 marca 2022 28 / 45



N
Zadanie 6.2 c

Obliczymy wektor AB i pofowe tego wektora przytozymy do punktu A:

ol =

Tomasz Lechowski
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N
Zadanie 6.2 ¢

Obliczymy wektor AB i pofowe tego wektora przytozymy do punktu A:

C

AB
3
1

10

9
8
7
6
s
4

M -0 9 8 7 6 5 4 -3 -2 -1

— 178
AB = [-14,10], czyli 3AB = [-7,5].
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N
Zadanie 6.2 ¢

Obliczymy wektor AB i pofowe tego wektora przytozymy do punktu A:

10

9
8
7
6
5

C

4

AB
3
1

M 10 9 -8 7 6 5 4 -3 -2 -1 0
-1

-2

— 158 .
AB = [-14,10], czyli 3AB = [-7,5]. Przykfadajac do punktu A

otrzymujemy $rodek odcinka C(—3,4).

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2

16 marca 2022

28 / 45



N
Zadanie 6.2 ¢

Bardzo tatwo pokazaé, przy uzyciu wektoréw, ze srodek odcinka AB ma
wspotrzedne, ktére s3 Srednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspotrzednych punktéw A i B.

S_ (XA+XB )/A-H/B>
2 ’ 2
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Zadanie 6.2 ¢

Bardzo tatwo pokazaé, przy uzyciu wektoréw, ze srodek odcinka AB ma
wspotrzedne, ktére s3 Srednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspotrzednych punktéw A i B.

S_ (XA+XB )/A-H/B)
2 ’ 2

Korzystajac z tego wzoru mogliSmy rozwigzac zadanie 6.2 w jednym
kroku, wiec warto ten wzér pamietac.
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Zadanie 6.2 ¢

Bardzo tatwo pokazaé, przy uzyciu wektoréw, ze srodek odcinka AB ma
wspotrzedne, ktére s3 Srednimi arytmetycznymi odpowiednich
wspotrzednych punktéw A i B.

S_ (XA+XB )/A-H/B)
2 ’ 2

Korzystajac z tego wzoru mogliSmy rozwigzac zadanie 6.2 w jednym
kroku, wiec warto ten wzér pamietac.

Sprébujcie samodzielnie go udowodnié.
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Zadanie 6.4 b

. — —
Zacznijmy od rysunku. Od razu zaznaczymy wektory AB oraz AD:
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Zadanie 6.4 b

. — —
Zacznijmy od rysunku. Od razu zaznaczymy wektory AB oraz AD:

AD 2
B
1 o
6 5 -4 3 -2 1 o 1 2 3 4 5 6 7
v
A ‘
L4 2
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N
Zadanie 6.4 b

. — —
Zacznijmy od rysunku. Od razu zaznaczymy wektory AB oraz AD:

— —
AB = [8,3] i AD = [3,7]
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Zadanie 6.4 b

— = =

Poniewaz ABCD jest rownolegtobokiem mamy AB = C oraz AD = BC:
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Zadanie 6.4 b

. . . L, . —> — —> —_—
Poniewaz ABCD jest réwnolegtobokiem mamy AB = DC oraz AD = BC:
7 DC
j BC
AD 2
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Zadanie 6.4 b

— = =

Poniewaz ABCD jest rownolegtobokiem mamy AB = C oraz AD = BC:

C

AD 2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7
B
. )
-2

By obliczyé punkt C, mozemy np. przytozyé AB do punktu D.
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Zadanie 6.4 b

— = =

Poniewaz ABCD jest rownolegtobokiem mamy AB = C oraz AD = BC:

C

AD 2

-6 -5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7
B
. )
-2

By obliczyé punkt C, mozemy np. przytozyé AB do punktu D.
Otrzymujemy C(6,8).
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Zadanie 6.4 b

By obliczy¢ punkt przeciecia sie przekatnych, musimy pamieta¢, ze
przecinaja sie one w potowie.
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Zadanie 6.4 b

By obliczy¢ punkt przeciecia sie przekatnych, musimy pamieta¢, ze

—
przecinaja sie one w potowie. Mozemy wiec obliczy¢ wektor AC i jego
potowe przytozy¢ do punktu A:
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Zadanie 6.4 b

By obliczy¢ punkt przeciecia sie przekatnych, musimy pamieta¢, ze

—
przecinaja sie one w potowie. Mozemy wiec obliczy¢ wektor AC i jego
potowe przytozy¢ do punktu A:

7 pC

BC
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Zadanie 6.4 b
By obliczy¢ punkt przeciecia sie przekatnych, musimy pamieta¢, ze
—

przecinaja sie one w potowie. Mozemy wiec obliczy¢ wektor AC i jego
potowe przytozy¢ do punktu A:

C
8
7 DC
6
: /
5 /
/ / BC
4 /
P /
3~
7 P
AD Lic /
27, g/
1 é
6 5 /4 4 2 1 o 1 2 3 4 5 6 7
/. 3
ALe /
L4 2

Mozemy tez po prostu obliczyé $rodek odcinka AC (lub BD) korzystajac
ze wzoru.
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Zadanie 6.4 b
By obliczy¢ punkt przeciecia sie przekatnych, musimy pamieta¢, ze
—

przecinaja sie one w potowie. Mozemy wiec obliczy¢ wektor AC i jego
potowe przytozy¢ do punktu A:

C
8
7 D
6
: /
5 /
/ / BC
4 /
P /
3~
1D SAC 2 /
L’ B/
. 1 é
6 5 /4 4 2 1 o 1 2 3 4 5 6 7
/. 3
ALe /
L4 2

Mozemy tez po prostu obliczyé $rodek odcinka AC (lub BD) korzystajac

ze wzoru. Otrzymujemy P(0.5,3).
Batory Mat-fiz 2 16 marca 2022 32 /45
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/Zadanie 6.7 ¢

Rysujemy tréjkat i znajdujemy wspdtrzedne punktu F:
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Zadanie 6.7 ¢

Rysujemy tréjkat i znajdujemy wspdtrzedne punktu F:
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/Zadanie 6.7 ¢

Rysujemy tréjkat i znajdujemy wspdtrzedne punktu F:

Otrzymujemy F(0,2).
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/Zadanie 6.7 ¢

. —_—
Teraz obliczamy wektor CF:
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Zadanie 6.7 ¢

. —_—
Teraz obliczamy wektor CF:
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/Zadanie 6.7 ¢

. —_—
Teraz obliczamy wektor CF:

— —
Otrzymujemy CF = [-2,—7] i z tw. Pitagorasa: |CF| = |CF| = /53
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/Zadanie 6.8 b

Zrébmy rysunek:
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=3

16 marca 2022

35 / 45



/Zadanie 6.8 b

Zrébmy rysunek:

—
Mamy wektor AB = [—12, 6]

Tomasz Lechowski

Batory Mat-fiz 2

=3
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/Zadanie 6.8 b

Obliczamy %/ﬁ = [—4,2] i przyktadamy do punktu A, by obliczy¢ pierwszy
punkt podziatu, a nastepnie do obliczonego punktu, by obliczy¢ kolejny:
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/Zadanie 6.8 b

Obliczamy %/ﬁ = [—4,2] i przyktadamy do punktu A, by obliczy¢ pierwszy
punkt podziatu, a nastepnie do obliczonego punktu, by obliczy¢ kolejny:

B
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N
/Zadanie 6.8 b

Obliczamy %/ﬁ = [—4,2] i przyktadamy do punktu A, by obliczy¢ pierwszy
punkt podziatu, a nastepnie do obliczonego punktu, by obliczy¢ kolejny:

B

Otrzymujemy C(—2,—1) i D(—6,1).
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Zadanie 6.9 c

Rysunek:
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Zadanie 6.9 c

Rysunek:
A
L 3 7
6
5
4
3
B
2 e
‘
‘C
2 A 0 1 2 3 4
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Zadanie 6.9 c
Rysunek:
A
B
C

Musimy pamieta¢d, ze srodkowa to odcinek taczacy wierzchotek ze Srodkiem
przeciwlegtego boku.
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Zadanie 6.9 ¢

Rysunek:

Musimy pamieta¢d, ze srodkowa to odcinek taczacy wierzchotek ze Srodkiem
przeciwlegtego boku. Punkt przeciecia srodkowych dzieli je w stosunku 2:1.
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Zadanie 6.9 ¢

Obliczamy srodek odcinka AB (nazwijmy go D) oraz wektor CD i dwie
trzecie tego wektora przytozym do punktu C:
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Zadanie 6.9 ¢

Obliczamy srodek odcinka AB (nazwijmy go D) oraz wektor CD i dwie
trzecie tego wektora przytozym do punktu C:

Otrzymujemy S(1,3).
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Zadanie 6.9 ¢

Punkt przeciecia sie Srodkowych mozemy tez obliczyé bezposrednio ze
wzoru:

5_ (XA+XB+XC yA+)/B+yC>
N 3 ’ 3
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Zadanie 6.9 ¢

Punkt przeciecia sie Srodkowych mozemy tez obliczyé bezposrednio ze
wzoru:

5_ (XA+XB+XC yA+)/B+yC>
N 3 ’ 3

Zndéw warto ten wzor kojarzyé, gdyz przyspiesza rozwigzanie.
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Zadanie 6.9 ¢

Punkt przeciecia sie Srodkowych mozemy tez obliczyé bezposrednio ze
wzoru:

5_ (XA+XB+XC yA+)/B+yC>
N 3 ’ 3

Zndéw warto ten wzor kojarzyé, gdyz przyspiesza rozwigzanie.

Sprébujcie go udowodnié korzystajac z wektordéw.
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/Zadanie 6.10

Rysujemy tréjkat i odpowiednie wektory:
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Zadanie 6.10

Rysujemy tréjkat i odpowiednie wektory:

8
C
7 o
6 BC
5
B
4 °
CcA s
2
1 AB
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
A L ] -2
=3
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/Zadanie 6.10

Rysujemy tréjkat i odpowiednie wektory:

CA

— — —
Mamy AB = [12,6], BC = [-6,3] i CA = [-6,—9],
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/Zadanie 6.10

Znajdujemy punkty D, E i F przyktadajac jedna trzeciag odpowiednich
wektoréw do wierzchotkéw tréjkata:
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/Zadanie 6.10

Znajdujemy punkty D, E i F przyktadajac jedna trzeciag odpowiednich

wektoréw do wierzchotkéw tréjkata:

C
7
/ g E
F I\B
-BC
— ¢ 3
ca .
2
1 AB
D
% 5 4 3 271 o T 2 3 a4 5 6 1 8
-1
1 -
A 34
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/Zadanie 6.10

Znajdujemy punkty D, E i F przyktadajac jedna trzeciag odpowiednich
wektoréw do wierzchotkéw tréjkata:

CA

Otrzymujemy D(—1,0), E(5,5) oraz F(—1,4).
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Zadanie 6.12

Rysunek:
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Zadanie 6.12

Rysunek:

BC
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Zadanie 6.12

Rysunek:

4 C
777777 e
i
|
i s .
| BC
|
: 2
| CH B
7 1 °
i
i
-3 E) -1 [\ 1 2 3 4 5
-1 =
AB

Widzimy, ze kat prosty jest zapewne przy wierzchotku B.

Tomasz Lechowski

Batory Mat-fiz 2

16 marca 2022

42 / 45



/Zadanie 6.12

Rysunek:

4 C

777777 e
i
|
i s ~
| BC
|
i
3 2
! i B

7T 1 o
|
|
i

3 —:2 1 o 1 2 3 4 5

|
) - =
| AB
|
|
1 =2
|
|

A‘

Widzimy, ze kat prosty jest zapewne przy wierzchotku B.
Obliczamy dtugosci poszczegdlnych bokéw
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/Zadanie 6.12

Rysunek:

777777 e

i
|
i s .
l BC
|
1 2
! ch B

T 1 °
i
i

3 —;2 1 0 1 2 3 4 5

i
! - -
! AB
i
i
I 2
i
i

Ad

Widzimy, ze kat prosty jest zapewne przy wierzchotku B.

Obliczamy dtugosci poszczegdlnych bokéw |AC| = V42 + 72 = 1/65.
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/Zadanie 6.12

Rysunek:

BC

Widzimy, ze kat prosty jest zapewne przy wierzchotku B.

Obliczamy dtugosci poszczegdlnych bokéw |AC| = V42 + 72 = 1/65.

Analogicznie obliczamy |AB| = /52 oraz |BC| = /13.
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N
/Zadanie 6.12

Mamy |AB|? + |BC|? = 65 = |AC|?, a wiec z twierdzenia odwrotne do tw.
Pitagorasa wnioskujemy, ze trdjkat ABC jest prostokatny.
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Zadanie 6.14

Zaczynamy od rysunku:
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Zadanie 6.14

Zaczynamy od rysunku:

Musimy pokazaé, ze odpowiednie wektory sa réwne.
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/Zadanie 6.14

Zaczynamy od rysunku:

Musimy pokazaé, ze odpowiednie wektory sa réwne.

— — — —
AD = [-3,4] = BC oraz AB = [6,2] = DC, a wigc ABCD jest
réwnolegtobokiem.
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W razie jakichkolwiek pytan, prosze pisa¢ na T.J.Lechowski@gmail.com.
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