Odlegtos$¢ punktu od prostej
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Prezentacja ma dwie czesci.
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Prezentacja ma dwie czesci. W pierwszej czesci przedstawimy wzér na
odlegtos¢ punktu od prostej i odlegtosé miedzy dwiema prostymi
réwnolegtymi.
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Prezentacja ma dwie czesci. W pierwszej czesci przedstawimy wzér na
odlegtos¢ punktu od prostej i odlegtosé miedzy dwiema prostymi
réwnolegtymi. W drugiej przeéwiczymy stosowanie tych wzoréw i
rozwigzemy wybrane zadania ze zbioru.
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CZESC PIERWSZA

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 1 kwietnia 2022 3 /36



Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /).
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Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /). Jesli punkt A lezy na tej prostej, to
nie ma czego obliczaé, zapiszemy, ze:

d(A, 1) =0
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Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /). Jesli punkt A lezy na tej prostej, to
nie ma czego obliczaé, zapiszemy, ze:

d(A, 1) =0

Jesli natomiast punkt A nie lezy na /, to mozemy zrobié to nastepujaco:
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Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /). Jesli punkt A lezy na tej prostej, to
nie ma czego obliczaé, zapiszemy, ze:

d(A, 1) =0

Jesli natomiast punkt A nie lezy na /, to mozemy zrobié to nastepujaco:

@ znajdujemy prosta m, prostopadta do /i przechodzacy przez A,
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Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /). Jesli punkt A lezy na tej prostej, to
nie ma czego obliczaé, zapiszemy, ze:

d(A, 1) =0

Jesli natomiast punkt A nie lezy na /, to mozemy zrobié to nastepujaco:
@ znajdujemy prosta m, prostopadta do /i przechodzacy przez A,
@ znajdujemy B - punkt przeciecia prostych /i m,
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Wprowadzenie

Przypusémy, ze chcemy obliczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej
prostej /. Zapiszemy ja jako d(A, /). Jesli punkt A lezy na tej prostej, to
nie ma czego obliczaé, zapiszemy, ze:

d(A, 1) =0

Jesli natomiast punkt A nie lezy na /, to mozemy zrobié to nastepujaco:
@ znajdujemy prosta m, prostopadta do /i przechodzacy przez A,
@ znajdujemy B - punkt przeciecia prostych /i m,
@ obliczamy odlegtos$¢ punktu A od punktu B (ze wzoru albo np. liczac
dtugoéé AB).

1 kwietnia 2022 4 /36
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-
Przyktad 1

Obliczymy odlegto$¢ punktu A(3,1) od prostej y = 2x.
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Przyktad 1
Obliczymy odlegto$¢ punktu A(3,1) od prostej y = 2x.
Rysunek:
4
liy=2z
3
2
A
1 ®
) 2 1 1 2 3 4 5
-1
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-
Przyktad 1

Obliczamy prosta m prostopadta do / i przechodzaca przez A.
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-
Przyktad 1

Obliczamy prosta m prostopadta do / i przechodzaca przez A.
Otrzymujemy m: y = —%x + %
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Przyktad 1
Obliczamy prosta m prostopadta do / i przechodzaca przez A.
Otrzymujemy m: y = —%x + %
5
4
[:y=2x
3
: _ 13
miy=-grt;
A
1 <
-3 -2 -1 1 2 3 4 5
-1
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-
Przyktad 1

Obliczamy punkt B - punkt przeciecia prostych /i m.
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-
Przyktad 1

Obliczamy punkt B - punkt przeciecia prostych /i m. Otrzymujemy B(1,2)
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Przyktad 1
Obliczamy punkt B - punkt przeciecia prostych /i m. Otrzymujemy B(1,2)
5
4
l:y=2x
3
R _ L
m:iy=—- E’II 5
A
1 ®
-3 -2 -1 1 2 3 4 5
-1

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 1 kwietnia 2022 7 /36



-
Przyktad 1

Odlegtos¢ od A do / jest rébwna odlegtosci od A do B, czyli:

d(A, 1) = d(A,B) = |AB| = |[-2,1]| = \/(-2)2 + 12 = /5
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W przypadku obliczania odlegtosci punktu od prostej bedziemy woleli
pracowal z prostg w postaci ogdlnej. Zrébmy wiec jeszcze recznie jeden
przyktad z prosta w tej postaci.
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Przyktad 2

Obliczmy odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0.
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-
Przyktad 2

Obliczmy odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0.

Prosta prostopadta do k przechodzaca przez A ma wzér x +3y — 5= 0.
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-
Przyktad 2

Obliczmy odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0.

Prosta prostopadta do k przechodzaca przez A ma wzér x +3y — 5= 0.

3x—y—-5=0
x+3y—-5=0

i otrzymujemy punkt B(2,1).

Rozwigzujemy uktad:
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-
Przyktad 2

Obliczmy odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0.
Prosta prostopadta do k przechodzaca przez A ma wzér x +3y — 5= 0.

Rozwigzujemy uktad:
3x—y—-5=0
x+3y—-5=0

i otrzymujemy punkt B(2,1).

Otrzymujemy ostatecznie:

d(A, k) = d(A, B) = |AB| = |3, ~1]| = \/(3) + (~1)2 = V10
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Wz6r

Sprébujmy teraz wyprowadzi¢ wzér na odlegtosé punktu P(xp, yp) od
prostej k : Ax+ By + C = 0.
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Wz6r

Sprébujmy teraz wyprowadzi¢ wzér na odlegtosé punktu P(xp, yp) od
prostej k : Ax+ By + C = 0.

Bytoby idealnie, gdybyscie kolejne kroki wykonywali samodzielnie.
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Wz6r

Odlegtos$¢ punktu P(xp, yo) od prostej k : Ax + By + C = 0.
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Wz6r

Odlegtos$¢ punktu P(xp, yo) od prostej k : Ax + By + C = 0.

Krok 1. Prosta prostopadta do k przechodzaca przez P:
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Wz6r

Odlegtos$¢ punktu P(xp, yo) od prostej k : Ax + By + C = 0.
Krok 1. Prosta prostopadta do k przechodzaca przez P:

Wektor prostopadty to [B, —A], musimy jeszcze obliczy¢ wspdtczynnik C
tak, by punkt P lezat na tej proste;j.
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Wz6r

Odlegtos$¢ punktu P(xp, yo) od prostej k : Ax + By + C = 0.
Krok 1. Prosta prostopadta do k przechodzaca przez P:

Wektor prostopadty to [B, —A], musimy jeszcze obliczy¢ wspdtczynnik C
tak, by punkt P lezat na tej prostej. Otrzymujemy:

Bx—Ay —Bxg+ Ay =0
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych.
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych. Rozwiazujemy uktad réwnan:

Ax+By+C=0
Bx—Ay —Bxo+ Ay =0
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych. Rozwiazujemy uktad réwnan:

Ax+By+C=0
Bx—Ay —Bxo+ Ay =0

Pamietajmy, ze naszymi niewiadomymi s3 x i y, pozostate wspdtczynniki
to state.
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych. Rozwiazujemy uktad réwnan:
Ax+By+C=0
Bx—Ay —Bxo+ Ay =0

Pamietajmy, ze naszymi niewiadomymi s3 x i y, pozostate wspdtczynniki
to state. Zapiszmy ten uktad nastepujaco:

Ax+ By = -C
—Bx + Ay = Ayp — Bxp
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych. Rozwiazujemy uktad réwnan:
Ax+By+C=0
Bx—Ay —Bxo+ Ay =0

Pamietajmy, ze naszymi niewiadomymi s3 x i y, pozostate wspdtczynniki
to state. Zapiszmy ten uktad nastepujaco:

Ax+ By = -C
—Bx + Ay = Ayp — Bxp

Taki uktad dosy¢ sprawnie mozemy rozwigzaé wyznacznikami.
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N
Wz6r

Krok 2. Punkt przeciecia prostych. Rozwiazujemy uktad réwnan:
Ax+By+C=0
Bx—Ay —Bxo+ Ay =0

Pamietajmy, ze naszymi niewiadomymi s3 x i y, pozostate wspdtczynniki
to state. Zapiszmy ten uktad nastepujaco:

Ax+ By = -C
—Bx + Ay = Ayp — Bxp

Taki uktad dosy¢ sprawnie mozemy rozwigzaé wyznacznikami. Mamy:

W = A2+ B2 W, = —AC — AByy + B?xg W, = A%y —ABxo— BC
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Wz6r

Czyli punkt przecigcia (nazwijmy go S) prostej k z prosta przechodzaca
przez P i prostopadta do k ma wspdtrzedne

(—AC — AByo + B2X0 A2y0 - ABX() — BC)
A% 4 B? ’ A% 4+ B?
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N
Wz6r

Krok 3. Odlegtos¢ od P do k to odlegto$¢ od P do S. Znajdzmy wiec PS:
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N
Wz6r

Krok 3. Odlegtos¢ od P do k to odlegto$¢ od P do S. Znajdzmy wiec PS:

5¢_ [TAC—ABy + B’ A’yo— ABx — BC
- A2 4 B2 0 A? | B2

— Y0
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N
Wz6r

Krok 3. Odlegtos¢ od P do k to odlegto$¢ od P do S. Znajdzmy wiec PS:

~AC — AByo + B2 A’yo— ABxo — BC

52 _
- A2 4 B2 TR R

— Y0

Po uproszczeniu:
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N
Wz6r

Krok 3. Odlegtos¢ od P do k to odlegto$¢ od P do S. Znajdzmy wiec PS:

52 _ [—Ac — AByo + B2 A’yo — ABxo — BC

A2+ B2 S - yo}
Po uproszczeniu:

—

Ps—|

—AC — AByg — A’xg —B?yy — ABxy — BC]
A2 4+ B? ’ A%+ B?
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N
Wz6r

Krok 3. Odlegtos¢ od P do k to odlegto$¢ od P do S. Znajdzmy wiec PS:

52 _ [—AC —AByo + B0 A%yo— ABxy — BC
- A2 4 B2 0 A? | B2

- )/0}
Po uproszczeniu:

—

Ps—|

—AC — AByg — A’xg —B?yy — ABxy — BC]
A2 4+ B? ’ A%+ B?

Teraz juz tylko trzeba policzy¢ dtugosé tego wektora:

BE| (ACAByo A2><0>2+ <B2y0 — ABxo — BC>2
- A2+B2 A2+B2
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Wz6r

BE| (—AC — AByo — A2x0>2 N (—B2y0 — ABxo — BC)2
B A% + B2 A% + B2
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Wz6r

BE| - (—AC—AByo—A2x0>2+ (—BZyo—Aon—BC)z
B A% + B2 A% + B2
To wyglada fatalnie, ale w dosy¢ magiczny sposéb upraszcza sie do:

|Axo + By + C|
1/,42_*_82
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Wz6r

BE| - (—AC—AByo—A2x0>2+ (—BZyO—Aon—BC)z
B A% + B2 A% + B2
To wyglada fatalnie, ale w dosy¢ magiczny sposéb upraszcza sie do:

|Axo + Byo + C|
VA? + B2

Nie zartuje, prosze wzig¢ kartke i sprobowac to policzy¢!
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Wz6r

BE| - (—AC—AByo—A2x0>2+ (—B2y0—ABx0—BC)2
B A% + B2 A% + B2
To wyglada fatalnie, ale w dosy¢ magiczny sposéb upraszcza sie do:

|Axo + By + C|
1/,42_*_82

Nie zartuje, prosze wzig¢ kartke i sprobowac to policzyé! Warto zaczaé od
wyciagniecia A z pierwszego licznika i B z drugiego. Dalej juz z gorki.
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Wz6r

Otrzymalismy wzér na odlegto$¢ punktu P(xp, yo) od prostej
k:Ax+By+ C=0.

|Axo 4 Byo + C|
d(P k)= ot oYt
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-
Przyktad 2

Wréémy do przyktadu 2. Odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0:
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-
Przyktad 2

Wréémy do przyktadu 2. Odlegtos¢ A(—1,2) od k:3x —y —5=0:

—1)—2— 1
d(A, k) = 13( 5| 0 _ Vo

/32 + - V1o
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Dwie proste

Obliczanie odlegtosci miedzy dwiema prostymi jest dosy¢ analogiczne.
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Dwie proste

Obliczanie odlegtosci miedzy dwiema prostymi jest dosy¢ analogiczne. Po
pierwsze jesli dwie proste / i k nie s3 rownolegte, to znaczy, ze sie przetna,
czyli odlegto$¢ miedzy nimi bedzie wynosi¢ 0.
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|
Dwie proste

Obliczanie odlegtosci miedzy dwiema prostymi jest dosy¢ analogiczne. Po
pierwsze jesli dwie proste / i k nie s3 rownolegte, to znaczy, ze sie przetna,
czyli odlegtos¢ miedzy nimi bedzie wynosi¢ 0.

Jesdli natomiast proste s3 réwnolegte, to wystarczy wybraé dowolny punkt
na jednej z nich i obliczy¢ odlegto$¢ tego punktu od drugiej proste;.
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej / : 2x + 7y — 3 = 0 od prostej
k:2x+7y+4=0.
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-
Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej / : 2x + 7y — 3 = 0 od prostej
k:2x+7y+4=0.

Zauwazmy najpierw, ze s one réwnolegte.

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 1 kwietnia 2022 20 / 36



-
Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej / : 2x + 7y — 3 = 0 od prostej
k:2x+7y+4=0.

Zauwazmy najpierw, ze s3 one réwnolegte. Teraz wybieramy dowolny
punkt na prostej /, np. (—2,1) i teraz obliczamy odlegto$¢ punktu
P(—2,1) od prostej k : 2x + 7y + 4 = O:
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-
Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej / : 2x + 7y — 3 = 0 od prostej
k:2x+7y+4=0.

Zauwazmy najpierw, ze s3 one réwnolegte. Teraz wybieramy dowolny
punkt na prostej /, np. (—2,1) i teraz obliczamy odlegto$¢ punktu
P(—2,1) od prostej k : 2x + 7y + 4 = O:

2-(=2)+7-1+4 7 IEY4
V2 47 V53 53
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Wz6r

Znéw gdybysmy obliczyli odlegto$¢ dwdch prostych w postaci ogdlnej bez
konkretnych liczb tylko na wzorach to otrzymalibySmy przyjemny wzér:

Odlegtos¢ dwéch porstych réwnolegtych
Jedlik :Ax+By+C =0il:Ax+ By + & =0 to mamy:

G- G
dik D)= ol
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Wz6r

Znéw gdybysmy obliczyli odlegto$¢ dwdch prostych w postaci ogdlnej bez
konkretnych liczb tylko na wzorach to otrzymalibySmy przyjemny wzér:

Odlegtos¢ dwéch porstych réwnolegtych

Jedlik :Ax+By+C =0il:Ax+ By + & =0 to mamy:
G - G

dlk, ) = ———

(kl) = s

Uwaga, by zastosowa¢ ten wzér obie proste muszg mie¢ te same
wspotczynniki A i B!
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0

Upewnijmy sie, ze proste sg réwnolegte:
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0

Upewnijmy sie, ze proste sg réwnolegte:

2—-1
‘6_3‘—2«—3)—(—1)-(6)—0
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0
Upewnijmy sie, ze proste sg réwnolegte:

2—-1
‘6_3‘—2«—3)—(—1)-(6)—0

Ok, sa réwnolegte.
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0
Upewnijmy sie, ze proste sg réwnolegte:

2—-1
‘6_3‘—“—3)—(—1)'(6)—0

Ok, sa réwnolegte.

Chcielibyémy skorzystac ze wzoru, ale zanim to zrobimy musimy wykonaé
jeszcze jeden krok - zapisaé obie proste w odpowiedniej postaci.
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Przyktad

Obliczymy odlegtos¢ prostej k : 2x — y + 2 = 0 od proste;j
l:6x—3y+1=0

Upewnijmy sie, ze proste sg réwnolegte:

2—-1
‘6_3‘—“—3)—(—1)'(6)—0

Ok, sa réwnolegte.

Chcielibyémy skorzystac ze wzoru, ale zanim to zrobimy musimy wykonaé

jeszcze jeden krok - zapisaé obie proste w odpowiedniej postaci. Mamy
posta¢ ogdlng, ale odowiednie wspotczynniki nie sg réowne.

k:2x—y+2=0
[:6x—3y+1=0
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-
Przyktad

Pomnozymy obie strony réwnania prostej k przez 3 i otrzymujemy:

k:6x—-3y+6=0
[:6x—3y+1=0
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Przyktad

Pomnozymy obie strony réwnania prostej k przez 3 i otrzymujemy:

k:6x—-3y+6=0
[:6x—3y+1=0

Teraz mamy A=6,B=-3,(; =6, =1.
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-
Przyktad

Pomnozymy obie strony réwnania prostej k przez 3 i otrzymujemy:

k:6x—-3y+6=0
[:6x—3y+1=0

Teraz mamy A=16,B8 = -3, (; = 6, (; = 1. Korzystamy ze wzoru:

gk A0=1 5 5 _ V5
Ve 132 Va5 35 3
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Podsumowanie

Majac punkt P(xp, yo) oraz prosta w postaci ogélnej k : Ax+ By + C =0
odlegtos¢ punktu P od prostej k dana jest wzorem:

|Axo + Byo + C|
d(P, k) =
(P, k) B
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Podsumowanie

Majac punkt P(xp, yo) oraz prosta w postaci ogélnej k : Ax+ By + C =0
odlegtos¢ punktu P od prostej k dana jest wzorem:

|Axo + Byo + C|
d(P, k) =
(PrK) VAZ + B2

Majac dane dwie proste rownolegte w postaci ogdlnej k : Ax+ By + G =0
i |:Ax+ By + G, = 0 odlegto$¢ miedzy tymi prostymi dana jest wzorem:

G — G
d(k, 1) = L —=21
(kD)= A=l
Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2

1 kwietnia 2022 24 / 36



Podsumowanie

Majac punkt P(xp, yo) oraz prosta w postaci ogélnej k : Ax+ By + C =0
odlegtos¢ punktu P od prostej k dana jest wzorem:

|Axo + Byo + C|
d(P, k) =
(P, k) B

Majac dane dwie proste rownolegte w postaci ogdlnej k : Ax+ By + G =0
i |:Ax+ By + G, = 0 odlegto$¢ miedzy tymi prostymi dana jest wzorem:

G -G
dki 1) = s

Pamietajmy, ze w ostatnim wzorze musimy najpierw tak zapisa¢ wzory, by
wspoétczynniki A | B zgadzaty sie w obu prostych.
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Pierwszy wzér jest w kartach wzoréw, drugiego tam nie ma!
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CZESC DRUGA
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Cwiczenia - odlegtoéé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:
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Cwiczenia - odlegtoéé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

P(0,3) k:3x—4y+2=0
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Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej
Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

3-:0-4-3+2 10
P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(ij):| + |:7:2

24 (-4 O
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Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:
3:0-4-3+2 10

P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(P,k):| 2 _

— =9
24 (-4 O

P(—-2,-3) k:x—y+1=0
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Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

3-:0—4-3+42 10
P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(ij):| + |:7:2
/32 4 (—4)2 5
—2+4- 1 2
P(-2,-3) k:x—y+1=0 d(P,k):’ +3+1 _

[=2+3+1_ 2 5
J1I2+(-12 V2 i
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-
Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

3-0-4-3+2| 10
P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(P,k) = | +2] =_ =72
/32 4 (—4)2 5
—2+-3+1 2
P(—-2,-3) k:x—y+1=0 d(P,k)zwz =2

P(1,1) k:y=3x+1
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-
Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

3:0-4-3+2 10
P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(ij):| + |:7:2
/32 4 (—4)2 5
-2+ 1 2
P(-2,-3) k:x—y+1=0 d(P,k)zwzizﬂ
124 (-1)2 V2

P(1,1) k:y=3x+1

Musimy najpierw zapisa prosta k w postaci ogdlnej: k : 2x — 3y + 3 = 0.
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-
Cwiczenia - odlegtoé¢ punktu od prostej

Oblicz odlegtoé¢ punktu P od prostej k:

3:0-4-3+2 10
P(0,3) k:3x—4y+2=0 d(ij):| + |:7:2
/32 4 (—4)2 5
-2+ 1 2
P(-2,-3) k:x—y+1=0 d(P,k)zwzizﬂ
124 (-1)2 V2

P(1,1) k:y=3x+1

Musimy najpierw zapisa prosta k w postaci ogdlnej: k : 2x — 3y + 3 = 0.

2= 3+3| _ 2 2V13
/22 \/ 13
Eisary) iz 2
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Teraz troszke zadan ze zbioru do 3. klasy.
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|
Zadanie 8.49 (d)

Chcemy, by punkt P(a+2,a — 1) byt w odlegtosci 2v/5 od proste;
k:—2x+y+3=0.
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|
Zadanie 8.49 (d)

Chcemy, by punkt P(a+2,a — 1) byt w odlegtosci 2v/5 od proste;
k:—2x+y+3=0.

Sprawa wydaje sie prosta. Podstawiamy do wzoru na odlegto$¢ punktu od
prostej:
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|
Zadanie 8.49 (d)

Chcemy, by punkt P(a+2,a — 1) byt w odlegtosci 2v/5 od proste;
k:—2x+y+3=0.

Sprawa wydaje sie prosta. Podstawiamy do wzoru na odlegto$¢ punktu od
prostej:

—20+2)+(@-1+3 _, ¢
(-2 + 12
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|
Zadanie 8.49 (d)

Chcemy, by punkt P(a+2,a — 1) byt w odlegtosci 2v/5 od proste;
k:—2x+y+3=0.

Sprawa wydaje sie prosta. Podstawiamy do wzoru na odlegto$¢ punktu od
prostej:

—20+2)+(@-1+3 _, ¢
(-2 + 12

Po uproszczeniu otrzymujemy:

| —a—2/ =10
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|
Zadanie 8.49 (d)

Chcemy, by punkt P(a+2,a — 1) byt w odlegtosci 2v/5 od proste;
k:—2x+y+3=0.

Sprawa wydaje sie prosta. Podstawiamy do wzoru na odlegto$¢ punktu od
prostej:

—20+2)+(@-1+3 _, ¢
(-2 + 12

Po uproszczeniu otrzymujemy:

| —a—2/ =10
To juz proste réwnanie, dostajemy dwa rozwigzania a = —12 lub a = 8.
Batory Mat-fiz 2

1 kwietnia 2022 29 / 36



N
/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).
Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata.
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N
/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).
Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata.
Wyznaczymy te réwnania w postaci ogdlne;.
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/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).

Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata
Wyznaczymy te réwnania w postaci ogdlne;.

AB Tutaj zauwazamy, ze wspdtrzedna x sie nie zmienia, co oznacza, ze
bedzie to pionowa prosta x = —2 lub w postaci ogélnej x + 2 = 0.
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/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).

Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata.
Wyznaczymy te réwnania w postaci ogdlne;.

AB Tutaj zauwazamy, ze wspdtrzedna x sie nie zmienia, co oznacza, ze
bedzie to pionowa prosta x = —2 lub w postaci ogélnej x + 2 = 0.

AC Mamy AC = [4, —3], czyli wektor prostopadty to np. [3,4].
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N
/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).
Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata.
Wyznaczymy te réwnania w postaci ogdlne;.

AB Tutaj zauwazamy, ze wspdtrzedna x sie nie zmienia, co oznacza, ze
bedzie to pionowa prosta x = —2 lub w postaci ogélnej x + 2 = 0.

AC Mamy AC = [4, —3], czyli wektor prostopadty to np. [3,4].
Zapisujemy réwnanie:

3x+4y+C=0
C obliczamy podstawiajac np. punkt A.
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N
/Zadanie 8.55

Mamy dany tréjkat o wierzchotkach A(—2,3), B(—2,2) oraz C(2,0).
Najpierw wyznaczamy réwnania prostych zawierajacych boki tego trdjkata.
Wyznaczymy te réwnania w postaci ogdlne;.

AB Tutaj zauwazamy, ze wspdtrzedna x sie nie zmienia, co oznacza, ze
bedzie to pionowa prosta x = —2 lub w postaci ogélnej x + 2 = 0.

AC Mamy AC = [4, —3], czyli wektor prostopadty to np. [3,4].
Zapisujemy réwnanie:

3x+4y+C=0

C obliczamy podstawiajac np. punkt A. Otrzymujemy
3x+4y —6=0.
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N
/Zadanie 8.55

BC Mamy BC = [4, —2], wektor prostopadty to np. [1,2], mamy wiec
prosta o postaci:

x+2y+C
Podstawiajac np. punkt B otrzymujemy: x + 2y — 2 = 0.
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N
/Zadanie 8.55

BC Mamy BC = [4, —2], wektor prostopadty to np. [1,2], mamy wiec
prosta o postaci:

x+2y+C
Podstawiajac np. punkt B otrzymujemy: x + 2y — 2 = 0.

Ostatecznie mamy réwania protych zawierajacych boki:
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N
/Zadanie 8.55

BC Mamy BC = [4, —2], wektor prostopadty to np. [1,2], mamy wiec
prosta o postaci:

x+2y+C
Podstawiajac np. punkt B otrzymujemy: x + 2y — 2 = 0.

Ostatecznie mamy réwania protych zawierajacych boki:

AB: x4+2=0
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N
/Zadanie 8.55

BC Mamy BC = [4, —2], wektor prostopadty to np. [1,2], mamy wiec
prosta o postaci:

x+2y+C
Podstawiajac np. punkt B otrzymujemy: x + 2y — 2 = 0.

Ostatecznie mamy réwania protych zawierajacych boki:

AB: x+2=0
AC: 3x+4y—-6=0
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N
/Zadanie 8.55

BC Mamy BC = [4, —2], wektor prostopadty to np. [1,2], mamy wiec
prosta o postaci:
x+2y+C
Podstawiajac np. punkt B otrzymujemy: x + 2y — 2 = 0.

Ostatecznie mamy réwania protych zawierajacych boki:
AB: x+2=0

AC: 3x+4y—-6=0

BC: x4+2y—2=0
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|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.
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|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
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|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
po_1=2+46-2[ 2 _ 2v5
AT TV 2 B 5
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|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
po_1=2+6-2[ 2 _2V5
AT VIEr2 B 5
hg Liczymy odlegtos¢ B(—2,2) od prostej zawierajacej bok AC, czyli
3x+4y —6=0.
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|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
C]=2+6-2 2 25

o= TP A 2
AT TV 2 B 5

hg Liczymy odlegtos¢ B(—2,2) od prostej zawierajacej bok AC, czyli

3x+4y —6=0.
_|-6+8-6] 4

h
g V32 442 5
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Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
|=2+6-2 2 2v5

V12 4 22 V6 5

hg Liczymy odlegtos¢ B(—2,2) od prostej zawierajacej bok AC, czyli
3x+4y —6=0.

ha

_|-6+8-6] 4
V32 442 5

hc Liczymy odlegtosé C(2,0) od prostej zawierajacej bok AB, czyli
x+2=0.

hg

Tomasz Lechowski Batory Mat-fiz 2 1 kwietnia 2022 32 /36



|
Zadanie 8.55 (b)

By obliczy¢ dtuos¢ wysokosci, wystarczy oczywiscie obliczy¢ odlegtosé
wierzchotka od prostej zawierajacej przeciwlegty bok.

ha Dtugosé wysokosci z wierzchotka A, to odlegtos¢ A(—2,3) od prostej
zawierajacej bok BC, czyli x +2y —2 = 0.
C]=2+6-2 2 25

o= TP A 2
AT TV 2 B 5

hg Liczymy odlegtos¢ B(—2,2) od prostej zawierajacej bok AC, czyli
3x+4y —6=0.
_|-6+8-6] 4

V32 442 5

hc Liczymy odlegtosé C(2,0) od prostej zawierajacej bok AB, czyli
x + 2 = 0. Tutaj nie potrzeba wzoru, mamy pionowa prostg x = —2,
ta odlegtos¢ to oczywiscie 4.
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x4+y—1=0o0razm:11lx—2y +1=0.
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x+y—1=0o0raz m:1lx —2y +1 = 0. Skoro punkt P lezy na osi

OY, to mozemy zapisa¢ jego wspdtrzedne jako P(0, y).
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x+y—1=0o0raz m:1lx —2y +1 = 0. Skoro punkt P lezy na osi

OY, to mozemy zapisa¢ jego wspdtrzedne jako P(0, y). Teraz zapiszmy
odlegtosci od prostych:
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x+y—1=0o0raz m:1lx —2y +1 = 0. Skoro punkt P lezy na osi

OY, to mozemy zapisa¢ jego wspdtrzedne jako P(0, y). Teraz zapiszmy
odlegtosci od prostych:

=1 ly—=1
W=tz
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x+y—1=0o0raz m:1lx —2y +1 = 0. Skoro punkt P lezy na osi

OY, to mozemy zapisa¢ jego wspdtrzedne jako P(0, y). Teraz zapiszmy
odlegtosci od prostych:

y -1 _ ly—-1
V22 +12 V5

2y+1| |—2y+1| =2y +1

d(P / 12 + \/ﬁ N 5\/5

d(P,k) =
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N
/Zadanie 8.60

Mamy znalez¢ punkt P na osi OY, ktéry jest réwnoodlegty od prostych
k:2x+y—1=0o0raz m:1lx —2y +1 = 0. Skoro punkt P lezy na osi

OY, to mozemy zapisa¢ jego wspdtrzedne jako P(0, y). Teraz zapiszmy
odlegtosci od prostych:

y -1 _ ly—-1
V22 +12 V5

—2y+1 —2y+1]  |—2y+1
J(P.m y+1 _[=2y+1]  [-2y+1]

\/T\/ﬁ 55

Chcemy rozwigzaé réwnanie:

d(P,k) =

d(P, k) =d(P, m)
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N
/Zadanie 8.60

Rozwiazujemy:

y =1 _ [=2y+1]
VB 5V5
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N
/Zadanie 8.60

Rozwiazujemy:

y =1 _ [=2y+1]
VB 5V5

Po skréceniu v/5 i pomnozeniu obu stron przez 5, otrzymamy:
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N
/Zadanie 8.60

Rozwiazujemy:

y =1 _ [=2y+1]
VB 5V5

Po skréceniu v/5 i pomnozeniu obu stron przez 5, otrzymamy:

Sly —=1[=]-2y+1|
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N
/Zadanie 8.60

Rozwiazujemy:

y =1 _ [=2y+1]
V5 5v5

Po skréceniu v/5 i pomnozeniu obu stron przez 5, otrzymamy:

Sly —=1[=]-2y+1|
Poniewaz obie strony s3 dodatnie, najszybciej bedzie podniesé je do

kwadratu i tym samym pozby¢ sie wartosci bezwzglednej (od razu tez
przeniose wszystko na jedna strone):
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N
/Zadanie 8.60

Rozwiazujemy:

y =1 _ [=2y+1]
V5 5v5

Po skréceniu v/5 i pomnozeniu obu stron przez 5, otrzymamy:

Sly —=1[=]-2y+1|
Poniewaz obie strony s3 dodatnie, najszybciej bedzie podniesé je do
kwadratu i tym samym pozby¢ sie wartosci bezwzglednej (od razu tez

przeniose wszystko na jedna strone):

52(y —1)> = (—2y +1)2 =0
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Zadanie 8.60

52(y —1)> = (—2y +1)> =0
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N
/Zadanie 8.60

52(y —1)> = (—2y +1)> =0

Teraz mamy réznice kwadratéw:

By —1) - (=2y +1))6(y —1) + (-2y +1)) =0
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N
/Zadanie 8.60

5%y — 1) = (=2y +1)*=0
Teraz mamy réznice kwadratéw:
By =1 —(=2y+ 1))y - 1)+ (-2y +1)) =0

Czyli:
(7y —6)(3y —4)=0
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N
/Zadanie 8.60

5%y — 1) = (=2y +1)*=0
Teraz mamy réznice kwadratéw:
By =1 —(=2y+ 1))y - 1)+ (-2y +1)) =0

Czyli:
(7y —6)(3y —4)=0

Czyliy = %

Wl

lub y =
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N
/Zadanie 8.60

52(y —1)> = (—2y +1)> =0

Teraz mamy réznice kwadratéw:

By —1) = (=2y +1))(5(y —1)+(-2y +1)) =0
Czyli:
(7y —6)(3y —4)=0

, szukane punkty to (0, )i (0, %).

s, _ 6 _
Czyliy =3 luby = .- 3
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Na poniedziatkowych zajeciach dokonczymy zadania z tego rozdziatu, ale
prosze, poza doktadnym przestudiowaniem tej prezentacji, zrobi¢ pozostate
podpunkty z zadania 8.48.
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