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6. Ciggi liczbowe

Zadania zamknigte

W zadaniach od 1. do 11. wskaz poprawng odpowiedz.

1. Nieprawdziwa jest rGwnos$¢:

= ‘n, B) 1+3+45+7+...+2n-1=n?%
n 2

1+
C) 2+4+6+8+...4 2n=n(n+1), D) 1+2+3+4+..+n="t.n

2. Rozbiezny do +w jest ciag (a,) okreslony wzorem:

nt pon "
A) a,=n-n-2, B)ya,=—— ", Ca,=—, D)a,=
& ) @ 1—4n—6n° g .

2i’l+1 _37H1 '

2—k)n -2
3. Jezeli lim ()#zl,toz
nso  4-3p 3

A) k=-3, B) k=-1,

C) k=1, D) k=3.

=2
4. Suma czterech poczatkowych wyrazow ciagu (a, ) okreslonego wzorem ' ;
Ay = 2an -2
gdzie ne N7, jest rowna:
A)2, B) 4,

C)6, D) 8.

a=-2
5. Piaty wyraz ciagu (a,) okreslonego wzorem { ! , gdzie ne N7, jest réwny:
Apy1 =0, — 21
A) 32, B) 22,

C) 14, D) -8.

6. Suma wszystkich wyrazow nieskoficzonego ciagu geometrycznego, w ktorym a; =120
: 1 . ;
1qg= —=2— , Jest rowna.

A) 60, B) 80, C) 120, D) 180.
; ; @ =2
7. Ciag (a,) okreslony jest wzorem

Ay 41 :3'an

Ocer prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F - jesli jest falszywe.
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Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym.

5 i 2
Ciag (a,) mozna przedstawi¢ wzorem g, = 5.3“,

N2 B) PF | C)| FP | D)| FF |

8. Ocer prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe, lub F — jesli jest Sfalszywe.

. n!‘(n+l)!
lim —m——~2 =0, P|F
n—ew (n—1)!-(n+2)!
. 2 - )
R i W P P|F
n-30 3p° +4p—1
A)| PP | B)| PF | Ol FP | D)| FF |

9. Ocer prawdziwosé podanych zdan. Wybierz P, jesli zdanie jest prawdziwe lub F — jesli jest falszywe.

1 |

Rozwigzaniem réwnania 1+ : +—+ 2 +..= 1 +2 jest liczba —2, gdy lewa strona jest
| 3 9 27 % P|F

| sumg nieskonczonego zbieznego ciagu geometrycznego,

| Dziedzing funkeji f okreslonej wzorem f(x)=x N 5 +..., gdzie prawa strona
l=x (1-x)° P|F
jest sumg nieskoficzonego zbieznego ciagu geometrycznego jest zbior (—oo; 0)w(2;+x).
A)| PP B)| PF | O Fr ] D) FF |
a = 3
10. Ciag (a,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym { a, =1 ,ady ne N*.

Apin = 2an+1 —d,

Czy ciag (a,) okreslony jest wzorem ogdlnym a, =5-2n?

Hybierz odpowiedz T (tak) albo N (nie) i jej uzasadnienie sposrod oznaczonych literami A i B.

aq :3, dy :1, ds :2'1*3_—‘*1, dy =2'(—1)*1:-‘3.
T 4 |Kolejne wyrazy ciggu (a,) réznia sig 0 2, wige r=-2 i a; =3.
Zatem a, =3+(n-1)-(-2).

— poniewaz
q=3, =1, 43=2-1-3=-1, a, =2-(~1)-1=-3.

N B | Kolejne wyrazy ciggu (a, ) réznia si¢ 0 2, wige =2 i g =3.
Zatem a, =3+(n-1)-2.

A T-4] B) T-B| C)[N-4] D) N-B|
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11. Czy prawda jest, ze 4+%+2i5+...:5 ?

Wybierz odpowied? T (tak) albo N (nie) i jej uzasadnienie sposrod oznaczonych literami A i B.

4 4 4 20
RN S M
T A 5 25 1 19
3
— poniewaz =
4+—+i+ :i:5.
N B 25 i
5
A T-4] B)[ T-B | C)/N-4| D) N-B|

W zadaniach od 12. do 19. wskaz odpowiedzi, ktdre sq poprawne.

12. Liczby x* =1, 3x, 6xw podanej kolejno$ci sa wyrazami ciagu geometrycznego o ilorazie g.
Zatem:

A) x=21ig=2, B) x=01ig=0, C)x=—%iq=2

13. Suma S, ciagu (a,) jest okreslona wzorem S, =n" +3n. Zatem:

2 a1=4
A) a; =6, B) a; +agt+ag+ay=11"-45, ©) 4. —a +2
n+l T "n

14. Miedzy liczby -2 i —~162 wstawiono trzy liczby tak, aby wraz z podanymi liczbami two-
rzyly ciag geometryczny (a, ). Zatem:
A) ciag ten mozna okresli¢ wzorem a, =—2-3""! lub wzorem a, =-2- (—3)n"1,
B) ciag (a,) ma granice wlasciwa,
C) wszystkie nieparzyste wyrazy ciagu (a,) sa liczbami ujemnymi.
4 3 2
_ . —n?—4
15. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = i +4nq ? " Zatem:
n‘- p—
A) wszystkie wyrazy ciggu (a,,) sa liczbami naturalnymi,
B) ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym,
C) as - (f.? = 19.

16. O ciagu arytmetycznym (a,,) wiadomo, ze: @ +as =4 i a; +ay =40. Zatem:

) . a, —3n? 1
A) lim (g +ay +ay+...+a,) =40, B) lim ———=—-
n—>o0 nro -, 2

B

C) liczba a; +a, + a3 +...+ayq jest podzielna przez 16.
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17. Ociggu geometrycznym (a,, ) wiadomo, ze jestmonotoniczny oraz a - ay =288 i a, - a5 =36.
Zatem:

A) Hm (& +ay +a3+...+a,) =96, B) lim (&) +ay+a;+..) =+,
>0 oty

By il
H—>00 1 -1
«(3)

18. W nieskonczonym ciagu geometrycznym (an) suma wszystkich wyrazow jest réwna 1

: 2 o
1a, = o Wowczas:

2 . 1 1. 2 2. ; 2
A) e e B) ae,, Ll O G=gl =

(k3 —I) n® —3n
19. Jedli lim S vy
now (k-1)n

A)0, B) -1, C) ~1Tub 0.

=1, to warto$¢ parametru & jest réwna:

Zadania otwarte
Ciag arytmetyczny i geometryczny

6.1. Wypisz cztery poczatkowe wyrazy clagu ( a,) okreslonego wzorem:

4 9 (rz—f—l)“

©) @, =1+3+..+(2n-1), d) a,=1-1142-21+..+n-n

5.2. Sprawdz, czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym, gdy jego n-ty wyraz jest okre$lony
wzorem:

1 H
2) b, =2"", b) b, :[22 _1] .

2.3. Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = —10n* +31n-30. Wyznacz wszystkie wyrazy
tego ciagu, ktore sg rdwne zero.

2.4. Suma trzech kolejnych poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rtéwna 62.
Roznica wyrazdéw trzeciego i drugiego jest pi¢c razy wicksza od roznicy wyrazéw drugiego
! pierwszego. Wyznacz ten ciag.
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6.5. Miedzy liczby 3 i x wstawiono liczbe y tak, ze liczby 3, y, x tworza ciag arytmetyczny. Jezel:
liczbe y pomniejszymy o 6, to liczby: 3, y— 6, x utworzg ciag geometryczny. Oblicz liczby x 11

6.6. Rosngce ciagi arytmetyczny i geometryczny maja pierwsze wyrazy rowne 9. Trzecie wy-
razy tych ciggow sa takze rowne. Drugi wyraz ciggu arytmetycznego jest o 2 wigkszy od dru-
giego wyrazu ciagu geometrycznego. Wyznacz te ciagi.

6.7. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 15. Jezeli od drugiej liczby
odejmiemy jeden, a pozostate zostawimy bez zmiany, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy cia-
gu geometrycznego. Oblicz wyrazy ciagu arytmetycznego.

6.8. Suma trzech liczb, ktore sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, jest rowna 15. Je-
zeli liczby te powickszy si¢ odpowiednio o 1, 4, 19, to otrzyma sie trzy liczby, ktére sg kolej-
nymi wyrazami ciagu geometrycznego. Jakie to sa liczby?

6.9. Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 7 sa kolejnymi wyrazami malejacego ciggu geo-

5 St 3 . 4
metrycznego. Najwigksza z nich jest iloczynem liczby = przez sume pozostatych, Wyznacz

te liczby.

6.10. Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 2. Suma o$miu poczatkowych jego
wyrazow jest 5 razy wigksza od sumy czterech poczatkowych wyrazow. Oblicz dziewiaty
wyraz tego ciagu.

6.11. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 93, sa kolejnymi wyrazami ciaggu geometryczne-
go. Te same liczby stanowig pierwszy, drugi i siddmy wyraz ciagu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

6.12. W ciagu arytmetycznym (a,, ) trzeci wyraz jest rowny liczbie g, a szosty wyraz liczbie .

a) Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciggu (a, ).

b) Oblicz wartos¢ wyrazenia cosas —sina;.

¢) Oblicz warto$¢ wyrazenia tgS),, gdzie Sj, jest suma dwunastu poczatkowych wyrazéw
ciagu (a, ).

6.13. Wyznacz x tak, aby liczby x+3, x° +3x, 11x—2 byly w podanej kolejnosci wyrazami
rosnacego ciagu geometrycznego o wyrazach catkowitych.

6.14. Ciag geometryczny (a,) nie jest ciagiem monotonicznym. Drugi wyraz tego ciagu jest
rowny —80, a czwarty wyraz jest od niego o 60 wigkszy. Oblicz, ile poczatkowych wyrazow

ciagu (a,) nalezy dodaé, aby suma tych wyrazéw byla réwna 106%.
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6.15. Dla jakich x liczby ;;1—-, cosx, sinx w podanej kolejnosci $3 kolejnymi wyrazami cig-
2tgx

gu geometrycznego?

2n* ~3n+1
2n-1
2) Uzasadnij, ze wszystkie wyrazy ciagu (a,) s liczbami naturalnymi.

6.16. Ciag (a,) okreslony jest wzorem B

b) Podaj dwa kolejne wyrazy ciggu (a, ), ktérych réznica szesciandw Jjestréwna —1261.

6.17. Wykaz, ze jesli ciag (a,) jestciagiem geometrycznym o wyrazach dodatnich, to cigg (5,)
0 wyrazie ogdlnym b, = log psgdzie p>01ip 1, jest ciggiem arytmetycznym.

6.18. Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym. Wiedzgc, 7e L = - wyznacz ten cigg.
az a5

6.19. Wyznacz clag geometryczny o wyrazach rézmych od zera, w ktorym kazdy wyraz, poczy-
najac od wyrazu trzeciego, jest réwny $redniej arytmetycznej dwoch poprzednich WYrazow.
6.20. Ciag (@,) jest ciagiem geometrycznym, w ktrym a; =6, ay =24,
a) Wyznacz wzér na n-ty wyraz ciggu (a,, ¥
b) Oblicz x, jesli wiadomo, Ze liczby a +1, %i, 3x+2, s3 kolejnymi wyrazami ciggu aryt-
metycznego.
6.21. Wykaz, ze jezeli liczby a, b, ¢ s3 kolejnymi Wyrazami ciagu geometrycznego, to

(a+b+c)(akb+c):a2+b2+02.

0.22. Dhugosci bokéw trojkata sg kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Jaki warunek
spetnia iloraz ¢ tego ciagu?

6.23. Dziesigty Wyraz pewnego ciagu geometrycznego Jjestrowny 10. Oblicz iloczyn dziewiet-
nastu poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciggu.

6.24. Cigg geometryczny (a, ) ma 100 dodatnich wyrazow. Suma wszystkich WYrazow o nu-
merach nieparzystych jest sto razy wigksza od sumy wszystkich wyrazow o numerach parzy-
stych oraz loga; +loga, + logas +...+log a4y =100. Oblicz a.

Ciagi okreslone wzorem rekurencyjnym

6.25. Ciag liczbowy (a,) okreslony jest wzorem a, =2" -1. Wykaz, ze Ay =2a, +1.



136 6. Ciggi liczbowe

6.26. Wypisz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (an) okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a) b) a, 1+1
pi :(an)2_4: gdy nzl, ay = n2] > gdy nz2,
al_ 2 a1:]
¢ d) 10, =3
) an:l a’rﬁl_f‘L > gdy nz2, ) .
2 1 ay, o ta, 4 sy
a,=———"= gdy n>3,
2
T
alf—l | =—
e){ B 2 . 1) 6
an—3an71+(—1) 5 gd}’ B an+1=2ﬂrtsin(an), gdy sl

6.27. Sprawdz, czy as = bs, gdy ciag (a,) okreslony jest wzorem
a = 1
rekurencyjnym B ,aciag (b,) ma wzér b, =

a, =—-a,, gdy n=1
n+1 w1 s SOY

n-1

, gdy n>1,
7

6.28. Ciag (a,) jest okre§lony wzorem a,, = %, gdy ne N*. Okresl ten cigg za pomoca
wzoru rekurencyjnego.

(l]:l

6.29. Podaj wzor na n-ty wyraz ciggu (a, ) okreslonego rekurencyjnie o 1

:

a
Sl (n-1)n
gdy n =2, oraz wskaZz wyrazy, ktore sg mniejsze od 0,01.
! : @ =9
6.30. Podaj wzor na n-ty wyraz ciagu (an) okreslonego rekurencyjnie :
a,.1=a,+5
gdy n =1, oraz wskaz wyraz, ktory jest rOwny 34.
a = sing

6.31. Ciag arytmetyczny (a,) jest okreslony rekurencyjnie {anﬂ N gdy n=1.

Uzasadnij, ze jezeli a; =2,10 a, =%n+% lub a, =n-1.

a =2
6.32. Wykaz, ze ciag (a,,) zdefiniowany rekurencyjnie {aiﬁl . 410, piy B

jest ciggiem arytmetycznym.
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Granica ciagu

6.33. Oblicz granice ciggu (a, ), gdy:

2
2_»9
2) a,,=3n+5, b) ankSn gnq+6= & o= 2n
2n+1 4n—n* n+1’
4Y' 1y 2}” 8n’
d)a,=|-|, e)a,=|=| -|=1|, =
o=(3] osla) -5 vemiE
6.34. Oblicz (o ile istnieje) granice ciagu (a,), gdy:
2
a) a,=4n" —2n+1, b) an=1—%n5, ¢) a, ol 4,
2 n+2
4-21° 3y n
d) a, = , e)a = —|, a, =(-2)".
) n* +1 ) (2J D a=(-2)
6.35. Oblicz granice ciggu (a,), gdy:
1+243+4.. . +n I+345+..+2n-1
a) Ggiei b) a, = 5 :
2n°+n+5 l—n
2+4+6+...+2n 1+3+3%+...+3"
€) a,= 5 d) a, = > 2
S5n” +4n+3 1+5+5°+..+57
6.36. Oblicz granice ciagu: ,
_ (3n+7 3n-4 _ (1-n)(2-n)(3-n)(w*-1)
a) lim + , b) lim 3
nsto\8n+4  6n+5 A= +o0 5n° +6n° -3
6.37. Oblicz granice ciggu (a, ), gdy:
o)y = 'fn_2+n+4, b) a, \4'4n +3n+7 SRR T Sn +1
3-5n T
d) an=\1n2+4n+3—n, e) a,=vn+3-vn-5, D a, n® +1 n+2.
6.38. Oblicz granice ciagu (a, ), gdy
n n n_ An+l _ an+2 472 L oh+l
a)aﬁ—ﬁ—, b)an=3 5 c)aﬂzg_—, d)an=54 32 .
gr_gn 5" 447 37%4.37H 2%
6.39. Oblicz granice ciagu (a, ), gdy:
1 1
5 5 I+=+—+..+ 5. 55
24337 -1 gn-1 432 4 9
N g ) DEE > 9%
e 4>+ =4+ a
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2 n-1 L !
a) an:1+6+6 +..+6 7 o i n!-(n+1)! ,
1-36" (n=1)!-(n+2)1
2
n+3n+5n+..+(2n—-1)n n+l n+5n+9n+13n+...+(4n “3”)
f) a, = 3 2 g) =5
n’+3 n n+2
6.40. Zbadaj, czy ciag (a,) jest zbiezny, gdy: 11 !
o Sgg st
) a,=23) Bg=e T
a)a,=2:|=| , g, = )
" 2 11 1

T+49+343+..+7"

b o

¢) a, = . d) a,=—", gdy b, =5+10+20+...+5-2""".
" 3772 * B "

6.41. Okresl, dla jakich wartosci parametru p granica ciagu a,, jest liczba g, gdy:
2
pnfz 1 (p+7)'n +n
a)a =—L"72 o edy pr-l, bya,=-E 11T " ._0 gdy p=0,
) o aliatl * 27 ° . 572 "0 o0 P

(p +3p-— 6) 2+ +5

¢ a,= ,g=2,gdy p=0.
3-p n’
6.42. Dla jakich warto$ci parametru & ciag (a,,) okreslony wzorem:
3n+2 . . L
a) g, =—————— ma granicg¢ rowng liczbie -1,
(k+1)n-1
In+2 .
b) a, =————— jest rozbiezny do —o,
R T d
k
¢)a,= 2 , gdzie k € N, jest rozbiezny do +o0?

2+44+6+..+2n

6.43. Suma » poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) okre§lona jest wzorem
5, =-3n* +6n.
a) Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a,).
b) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazéw ciggu (an) o numerach nieparzystych.

s

¢) Oblicz lim —n .

n—+mo - =d,

6.44. W nieskonczonym ciagu arytmetycznym (a,,) czwarty wyraz jest réwny 4007, a siod-
my 7004. O nieskoficzonym ciggu geometrycznym (b,) wiadomo, Ze jest monotoniczny,
jego trzeci wyraz jest rowny 1,25 1 suma trzech poczatkowych jego wyrazow jest rowna 8,75.
Z wyrazow ciqgéw (a,) 1(b,) utworzono nowy ciag (¢, ), ktérego n-ty wyraz okreslony jest

wzorem c, = Oblicz granicg ciggu (c, ).

ﬂ(n n(b+1)
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(k2—2k—3)n+1

=1z

6.45. Sposrod ciggéw, ktérych n-ty wyraz okreslony jest wzorem a, =

¥

wybierz ten, ktéry ma granice réwng liczbie 4.

Szereg geometryczny

6.46. Oblicz granicg S nieskoficzonego ciagu geometrycznego (S, ) o ilorazie g, gdy:

1
a) a1=—2,g:~2—, b) a1=10,q=—%.

6.47. Oblicz sume S szeregu geometrycznego:

23 V2 : /2

1
a) 2\/§+2+—5—-+..., b) '\/§+‘\/§+1 (\/5_*-1)2

+ € \/§+%+;ﬁ+

6.48. Oblicz lim S,, gdy:

n—>+00

2
i)

) S, =20+2+40,2+..+ b) §, = 1,25+0,3125+0,O78125+...+25;.

6.49. Suma 1+tgx+tg? x+ g’ x+... Jest szeregiem geometrycznym.

a) Oblicz sume szeregu, gdy x = %
b) Wyznacz w przedziale (—%; %> wartosci x, dla ktorych szereg ma granice wiasciwa.

¢) Wyznacz w przedziale <—%; %> takie warto$ci x, dla ktorych szereg ma sume rowng 4.

6.50. Nieskoriczony ciag geometryczny (a,) okreslony jest wzorem a, = ﬁ . Oblicz sume
3
wszystkich wyrazow tego ciggu.

6.51. Podaj warunek, dla ktérego lewa strona réwnania jest sumg nieskoficzonego zbieznego
ciggu geometrycznego. Rozwiaz to rownanie.

2 3

ay l+x+x“+x" +..=4x, b) %+%x+x2+...:3,

c) Pl rat =

W [

g d)3X+3*4+3*442"=40%,

g 3
e) - +( 2 J +( 2 J +.=x-2, f)l—i+i2—iﬂ+...=x%l.
x-1 x—1 o X
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6.52. Rozwiaz nier6wnosé, ktorej lewa strona jest suma nieskoficzonego zbieznego ciagu

geometrycznego.
a) 1+—1—+l+...2£ﬁ, b) 27 B et g,
2 4 x+3
¢) x+1+(x+1)* +(x+1) +..<3, ) +( : j+ = ]+...£3x.
X2 \x+2 x+2
1—l+l—i+
3 9 27 2

6.53. Wykaz, il
Y, (1) +sin(690°) 14

6.54. Wykaz, ze jesli w ciagu geometrycznym iloraz g spelnia warunek |g| <1, to

2 5,3 B3
(l+q+q +q +) (1 qg+q°—q +...)— l—qz.
6.55. W trojkat rownoboczny 7; o boku dlugosci a, wpisujemy trojkat rownoboczny 7, w taki

sposob, ze kazdy wierzchotek trojkata T, jest $rodkiem boku trojkata 7;. W tréjkat 7, wpi-

sujemy w analogiczny sposob trojkat T itd.

a) Oblicz pole trojkata T.

b) Wykaz, ze suma pdl tréjkatow T,, jest zbieznym szeregiem geometrycznym. Oblicz sume
lego szeregu.

6.56. Suma trzech poczatkowych wyrazéw nieskoficzonego ciagu geometrycznego jest row-

na 6, a suma S wszystkich wyrazow tego ciggu jest rtowna 1; Dla jakich liczb naturalnych »

. . o] P} 1
jest spetniona nieréwnos¢ |S — S 4 %?

6.57. Dla jakich warto$ci parametru & granica ciagu (a, ) okreslonego wzorem

)
1+k;

a,= ma warto$¢ najwigksza?
1+ 2k + (1457 ) !

6.58. Dla jakich warto$ci parametru m suma nieskonczonego ciggu geometrycznego

1 5 ; 7 . Fir s oe
povy = m-2, m* —2m* —4m+38, ... jest skofczona? Oblicz wartos$¢ tej sumy.
m+

6.59. Wyznacz ekstrema funkcji okreslonej wzorem f(x)=2x"+2x" +2x* + .. ktora jest sumg
zbieznego ciggu geometrycznego.

6.60. Wyznacz dziedzing i zbiér wartosci funkeji f okreslonej wzorem
9 3 . .
f(x)=1+ (x‘ —5x+ 5) + (x2 —5x+ 5)2 + (x2 ~5x+ 5) + ..., gdzie prawa strona wzoru jest

sumga zbieznego ciagu geometrycznego.



