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740.

741.

742.

Rozwiaz nieréwnos¢ 1+log, (sin2x) +}0g;“3 (sin2x) +...<0,(6) w zbiorze (0; 2r), gdzie lewa strona nie-
réwnosci jest szeregiem geometrycznym zbieznym.

;i bt 2 ; ; 2 i i .
Dla jakich wartosci parametru a réwnanie 99-25—'l+ @339 + ,cpgixm_l_ ...=da"—2, ktdrego lewa strona jest

suma szeregu geometrycznego, ma rozwigzanie?

Egzamin dojrzatosci (LO — profil podstawowy) w woj. warszawskim w roku 1994

¥ i % i % . . . . .

Dla jakich warto$ci parametru a réwnanie a + asinx + asin®x + asin’x +. . . = sinx — 0,5, gdzie lewa strona
réwnania jest suma nieskonczonego ciagu geometrycznego, ma rozwiazania rzeczywiste?

Egzamin dojrzalosci (LO — profil mat-fiz) w woj. warszawskim w roku 1990

.. . . - 3 5 3 : :
Wyznacz te wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x —x* +x" —. .. =m+m’ +m’ +... ma rozwiazania,
jezeli wyrazenia po obu stronach réwnania sa szeregami geometrycznymi zbieznymi.

Wartosci funkeji f: D — R spetniaja dla kazdego xe D nastepujace rdwnanie:

1+ +(F@)P + (FO)Y +...= WI—Tx’ gdzie lewa strona réwnania jest dla kazdej liczby xe D szere-

giem geometrycznym zbieznym. Wyznacz zbidr D 1 wzdr funkeji f.

ZADANIA ROZNE

Oblicz sumg wszystkich nieparzystych liczb dwucyfrowych.
Oblicz sumg tych liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 3 i sq mniejsze od 300.

Pierwszy wyraz ciagu (a,) jest réwny 1, za$ n-ty wyraz, gdzie n> 1, réwny jest sumie n kolejnych liczb
naturalnych, z ktérych najmniejsza jest n. Ktdry wyraz ciggu (a,) jest rtowny 707

Mamy na stole dwa jednakowe naczynia, kazde o pojemnosei 77 litréw. Jedno jest pelne, drugie za$ proz-
ne. 7 pelnego naczynia wyplywaja w pierwszej sekundzie 4 litry cieczy, a w kazdej nastepnej o 0,2 litra
mniej niz w poprzedniej. Jednoczesnie do drugiego naczynia wlewa sie w pierwszej sekundzie 1,5 litra,
a w kazdej nastepnej o 0,5 litra wigcej niz w poprzedniej. Obliczyé, po ilu sekundach poziomy cieczy
w obu naczyniach wyrdwnaja sie.

Ergzamin wstepny do Wyzszej Szkoly Pedagogicznej w Katowicach (kierunek chemia) w roku 1963

W skarbcu krélewskim byfo & monet. Pierwszego dnia rano skarbnik dorzucit 25 monet, a kazdego nastep-
nego ranka dorzucal o 2 monety wiecej niz dnia poprzedniego. Jednoczesnie ze skarbca krol zabierat
w potudnie kazdego dnia 50 monet. Oblicz najmniejsza liczbg k, dla ktérej w kazdym dniu w skarbcu byla
co najmniej jedna moneta, a nastepnie dla tej wartosei k oblicz, w ktérym dniu w skarbcu byta najmniejsza
liczba monet.

CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2009
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743.

744. w

745.

746. w

747.

748. w

749. R

750.

751,

752. R

754. R

Uczniowie pewnej szkoly zobowiazali si¢ z okazji XX-lecia Polski Ludowej posadzi¢ przy drodze 1200
drzewek w pewnym terminie. Po przepracowaniu jednego dnia postanowili skrécié czas pracy o 2 dni
w ten sposob, ze kazdego nastgpnego dnia posadza o 20 drzewek wigcej niz poprzedniego. Obliczye,
w ciagu ilu dni uczniowie wykonali zobowiazanie i o ile procent skrécili czas pracy w stosunku do plano-
wanego terminu.

Egzamin dojrzafosci w woj. bydgoskim w roku 1964

Rozwigz rownanie —';5-!- = ;r Ly ',: Lk i :200 =2010.

- - _ 5n+6 pp— e
Dany jest ciag (a,), gdzie a, = 10+ 1) dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
a) Zbadaj monotonicznoéé ciggu (a,). b) Oblicz nlgn a,.

c) Podaj najwigksza liczbe a i najmniejsza liczbe b takie, ze dla kazdego n spetiony jest warunek a < a, < b.

CKE, matura —poziom roezszerzony, maj 2006

Dla jakich warto$ci x nieskonczony ciag geometryczny 1, x*—3x+1, (x*=3x + 1), ... jest zhiezny?

o 1+44T7 ..+ (r-2)
Oblicz: ”lgnw 551 40%, ..+ onts)

CKRE, matura - poziom rozszerzony, maj 2005

Wyznacz najwigksza wartos¢ parametru p, dla ktdrej granica ciagu (a,) o wyrazie ogdlnym
2 = (PP=2p + D(dn=2n+1)
m = 2ni=2n+ 1)

jest réwna 1.

Rozwiaz réwnanie n+ (n+1)+ (n+2) +...+3n + (3n+1) =232, gdzie ne C,.

Drugi wyraz nieskoficzonego ciagu arytmetycznego (a,) réwny jest 1. Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu
wiedzac, ze lim & Tt b hln . 1
T p—es 1—-2n—3n* 3

(0—4) Ociggu (x,) dla n>1 wiadomo, Ze:

(a) ciag (@) okreslony wzorem a, = 3* dla n>1 jest geometryczny o ilorazie g=27.
(b) X1+x+...+x0=145.

Oblicz x;.

CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2011
Liczby sine, 0,2, cosa tworza w podanej kolejnosci ciag arytmetyczny. Oblicz iloczyn sine- cosa.

Liczby sine, 0,2, cosa, gdzie ae (m; —?,—zr), tworza w podanej kolejnodci ciag geometryczny. Oblicz

sumg sina+ cosa.

Oblicz sume wszystkich miejsc zerowych funkcji f(x) = cosx nalezacych do przedziatu (0; 507).
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755. w Ciag (a,) dany jest wzorem a, = sin(%+ nm). Oblicz sumeg a; + 2a; + 3a; + . . . + 50as,.

756.

757.

758. R

760.*

Ciag (x—3, x+3, 6x+2,...) jest nieskoficzonym ciagiem geometrycznym o wyrazach dodatnich. Oblicz

N T W TN - zatkowych wyrazéw tego ci
iloraz tego ciagu i uzasadnij, Ze 5, < & zie S, oznacza sume n poczatkowych wyrazdw tego ciagu.

CKE, matura — poziom rozszerzony, maj 2009

Liczby x i x, sa pierwiastkami réwnania 3x* —x +m=0, gdzie m jest pewna ujemna liczba rzeczywista.
Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = (x; +x,)". Oblicz sume wyrazéw tego ciagu.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie calkowite] k >—2 sume¢ wszystkich liczb catkowitych spelnia-
jaca nieréwnosé x* — 3kx+2k* —k—1<0, gdzie x jest niewiadomg. Okresl funkeje f wzorem.

2n-3

Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, :{: ;*;; , gdzie pe R—{-3,3}.

a) Urzasadnij, ze (a,) jest ciggiem geometrycznym.

b) Wyznacz te wartosci parametru p, dla ktérych ciag (a,) jest malejacy.

Dana jest nastepujaca tablica liczb naturalnych:

1 2 3 . n
2 4 6 " e 2n
n 2n 3n ; 122

Oblicz n, jezeli suma wszystkich liczb w tej tablicy réwna si¢ 14400.
Egzamin wstepny na UW (Wydziat Nauk Ekonomicznych) w roku 1994

761.%w Ciag (a,) okredlony jest wzorem a, =4n — 13. ZnajdZ wszystkie liczby naturalne & takie, Zze wyrazy

A, i+ 1, Q42 $8 liczbami pierwszymi.
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718. me (-20{2; 2042).
Rozwiazanie. a4, a+2r, a+ 10r — pierwszy, trzeci i jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego o roznicy r# 0. Liczby te sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, wiee (a+2r)7 =a(a + 10r). Stad otrzymujemy 2r=3a. Wyznaczamy iloraz ciagu geometrycznego:

) + s
q :-”4;—“": i;j_ﬂ =4. Najmniejsza warto$¢ funkeji f: -VW:I%': m—fﬁ lm +4. Nieréwnosé —%m +4 > -196 spehiaja liczby

me (<2042 2042).

720. Suma wyrazéw ciagu arytmetycznego jest nie mniejsza od sumy wyrazéw ciggu geometrycznego. Sumy sa rowne, gdy ciagi sa stale.
Rozwigzanie. a, x, b — cigg arytmetyczny, a, y, b — ciag geometryczny. Aby poréwnaé sumy wyrazéw obu ciagéw, musimy poréwna¢ ich

érodkowe wyrazy. Wiemy, ze x= a+b i y'=ab. Liczby g, b, y sa dodatnie, wiec y = ab.
. : +(vb)* -2, b —b)? . . ,
Badamy znak réznicy x—y: a;—_b ab = (“a) “2) a (\a 2\ ) z0. x-y =0, wigc x2y. Zatem suma ciggu arytmetycznego jest

niemniejsza niz suma ciagu geometrycznego, przy czym sumy te sa réwne wtedy, gdy a=b, czyli, gdy ciagi sa state.

721.

FNING)

723 4=, g= %

Rozwiazanie. a — pierwszy wyraz ciagn, ¢ — iloraz ciagu. Szesciany wyrazéw ciagu tworza takze ciag geometryczny o pierwszym wyrazie a’ i
ilorazie ¢’. Sumy wszystkich wyrazéw obu ciagow istnicja, wige g (~1;1) i g’e (~1; 1), czyli g€ (=1; 1).

3 3 13

Wiemy, ze -4 =3 i L,;-:J—Q&. Stad a=3(1 -¢) i ﬂ_q)__ 108. Rozwigzujemy réwnanie &L:-i—;% dla

1-g 1-g3 13 - g)1+g+g%) 13 (1-g)l+g+g%) 13
ge (-1; 1) —ﬂ;“'i.—;i & 13(1-2g+¢)=4(1+g+¢) & 3¢-10g+3=0 & g=1. a=31-L)=2

l+g+g% 13 3 3
724. zlf. 725. x=6. 726. xe (oo —-3)L{0; 1).
T27. Zbior wartosci: (—- s I o). T28. ke (2,5;3)0(3;4). 729. x=2,

2 : 3.7
730. x=103. 731. x:%ri,{i, edzie ke C. 732. xe (0 ”)u{ ELA ’”)u(— ;27

3z. 5w 137z. 9% 11z, 177: . 15 S

733, xe (o HuEL 3 32, 97y (e Uz 734, ae (-3 - [3)o(5; ¥B).
735. 3<as i 736, me(-1; D). 737, f)=-22+3x+1, D=(-1;00U(E;2).
738. 2475.

Rozwiazanie. Jest 45 dwucyfrowych liczb nieparzystych (jest 50 liczb nieparzystych mniejszych od 100, w tym 3 liczh nieparzystych jednocy-

Jfrowych), najmniejsza z nich jest 11, a najwigksza 99. Liczby te tworza ciag arytmetyczny, zatem Sis = “+99 -45=155-45=2475.

739. 11325,

Wskazéwlha. Liczby te tworza ciag arytmetyczny o réznicy 4, w ktdrym pierwszy wyraz réwny jest 3.

740. Siédmy. 741. Po jedenastu sekundach.
742. Najmniejsza liczba & jest 170; w trzynastym dniu. 743. W ciagu 6 dni; o 25%.
744, x=-70.

Wskazéwka. Dla kazdej liczby rzeczywistej x ciag %, XTH x_—;_S_‘ — x+200 jest ciagiem arytmetycznym.

745. a) Ciag jest malejacy; b) 05, ¢)a= 3—0 b=0,5.

746. Dla xe{0; Hu(2; 3).
Wskazéwka. Dany ciag geometryczny ma granicg (jest zbiezny), jezeli —1 <x*—3x+1 < 1.
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747,

(3%

p
g plEE

3

Wskazéwka. (2n%—2n+1) = (2 -2+ )P = nf2-2 4+ L)%
n n° non*

749. n=17.
Rozwigzanie. Liczby n,n+1,n+2, ..., 3n, 3n+1 tworzg ciag arytmetyczny. Liczba wyrazéw tego ciagu jest rowna 2n+2.

n+ 3n+l

Zatemn+n+D+@+2)+ ... +3n+Gn+1)= <(2n+2) =4n*+5n+1=232. Stad otrzymujemy n=7.

750. a,=3. 751. m=1.

752. sina-cosa=-042.

: ) . : . sing +cose ;
Rozwigzanie, Dane liczby tworza ciag arytmetyczny, wigc S i 3; Stad (sinex+cos@)’=

= o}
2

n

(sin@r+cos@)’ =1+ 2sine-cosq, zatem sina-cosa=-042.

33

753. sin@+cosa=— =5

754. 1250m.

Rozwigzanie. Miejscami zerowymi funkciji f sa liczby x :-’,'f—+kﬁ, gdzie ke C, wige kolejne miejsca zerowe sa kolejnymi wyrazami ciagu

arytmetycznego. Do przedziatu (0; 507 nalezy pieédziesiat miejsc zerowych funkcji f, najmniejszym z nich jest liczba Z a najwigkszym

B
“

T
%+ 497, Obliczamy sumg miejsc zerowych nalezacych do przedziatu {0; 50m): Sso= Z 2

9
5 -50=257-50=12507.
755. 25.

3z

Wsekazdwka. Jesli n jest liczba parzysta, to sin(% +nm)= sin%, Jedli n jest liczbg nieparzysta, to sin(% +nx) =sin e

756. Tloraz ciagu réwny jest 4. 757. .

758. f(k)=1,5k(k+3).

Rozwigzanie. Znajdujemy pierwiastki trGjmianu XS+ 2 —k—1 A=K —4-QF k=1 =K +4k+4=(k+2F, k>-2, wiecA>0
i JA =k+2, xi=k-1, x=2k+1. x <ux: dlakazdego k>-2, wigc nieréwnosé x* — 3kx+ 2%~ k— 1 <0 speniaja liczby xe (k—1; 2k+1).

Liczbami catkowitymi nalezacymi do przedziatu sa liczby k—1, k, ..., 2k, 2k+ 1. Mamy k+3 liczby, ktdre tworza cigg arytmetyczny.
k14 2k+1

Zatem (k—1)+k+, ... ,+2k+Q2k+1) = ————(k +3):%-k(k+3). Funkcja f okreslona jest wzorem f(k)=1,5k(k+3).
759. b)pe (oo —3)w (0 3). 760. n=15.

761. k=4.

Wskazowka, (a,) jest ciagiem arytmetycznym o rézmicy 4, kidrego wszystkie wyrazy sa liczbami cafkowitymi. Wykaz, ze wirod trzech kolej-
nych wyrazow ciagu (a,) jest wyraz podzielny przez 3.



