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Zadania otwarte rozszerzonej odpowiedzi

10.47. a) 2401 b) 840 )35 d) 77 (10.1R)

a) Wszystkich funkcji jest tyle, ile czterowyrazowych ciggéw o wartoéciach ze zbioru siedmioelementowego, czyli 7*;
b} liczba réznowartosciowych ciggéw czterowyrazowych o wartosciach ze zbioru siedmioelementowego jest réwna
7-6-5-4 (10.5);

7
c) sposréd siedmiu liczb wybieramy 4 liczby (ktére sg warto$ciami takiej funkcji) na (J sposobdw (zobacz 10.7), nastep-
nie wybrane liczby mozna ustawi¢ w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej na jeden sposéb; zatem liczba tych funkcji
g
jest réwna (4}-1 , czyli 35;

d) funkcji malejgcych jest tyle samo, ile funkeji rosnacych; ponadto jest siedem funkcji statych, stad mamy 2-35+7 funkcji
$cisle monotonicznych.

10.48. 32 dzielniki (10.1R)
I sposdh - Liczba a jest iloczynem pieciu réznych liczb pierwszych. Kazdy dzielnik liczby a jest wyznaczany przez pewna

5
kombinacje (10.7) zbioru {7,11,13,17,19}. Kombinacji 1-elementowych jest [J czyli 5. Odpowiadajg im dzielniki be-
5
dace liczbami pierwszymi. Kombinacji 2-elementowych jest [2}’ czyli 10. Odpowiadajg im dzielniki bedace iloczynami

.
dwdch liczb pierwszych, itd. Wszystkich dzielnikéw liczby a jest { J+[2

5) (5Y (5) (5} (5
+ + + + , czyli 32. (ostatnie dwa
3 4 5 0

I sposéb - Kazdemu dzielnikowi liczby a mozna przyporzadkowac 5-owyrazowy ciag ztozony z zer i jedynek. Na przy-
klad:

7111317 19
(0, 1, 1, 0, 1) -temu ciagowi odpowiada dzielnik 11-13-19
(1, 0, 0, 0, 0) - temu ciggowi odpowiada dzielnik 7

skiadniki sumy odpowiadaja kolejno liczbie a i liczbie 1).

(0, 0, 0, 0, 0)-temu ciggowi odpowiada dzielnik 1.
Zauwazamy, ze kazdemu dzielnikowi odpowiada jeden cigg i kazdemu ciggowi odpowiada jeden dzielnik. Zatem wszystkich
dzielnikow jest tyle, ile jest 5-wyrazowych ciggdw o wyrazach nalezacych do zbioru {0,1} (tzn. 5-wyrazowych wariacji z

powtérzeniami zbioru 2-elementowego), czyli 2=,

10.49. 693 liczb (10.1R]
Korzystamy z (10.7). Mamy sze$é grup liczb siedmiocyfrowych:

7\ (5
1) Liczby, w ktorych zapisie wystepuja: dwie cyfry 2, dwie cyfry 3, i trzy cyfry 1. Takich liczb jest (ZJ ; {2] ,czyli 210.
. " ;o ; : : T 7) (5 ;
2) Liczby, w ktorych zapisie wystepuja: dwie cyfry 3, cztery cyfry 1, jedna cyfra 4. Takich liczb jest {ZJ(IJ , czyli 105.

7\ (6) (5
3) Liczhy, w ktérych zapisie wystepuja cyfry: 6, 2, 3 i cztery cyfry 1. Takich liczb jest [J . (J[J ,czyli 210.
\

TV 5°
4) Liczby, w ktorych zapisie wystepuja: dwie cyfry 2, cyfra 9 i cztery cyfry 1. Takich liczb jest [2] . {J , czyli 105.
: . 5. . . " it 7)(6 .
5) Liczby, w ktorych zapisie wystepuja cyfry: 4 i 9 oraz pie¢ cyfr 1. Takich liczb jest 1) czyli 42

7
6) Liczby, w ktorych zapisie wystepuja dwie cyfry 6 i pieé cyfr 1. Takich liczb jest [2} , czyli 21, Wszystkich liczb spelnia-
jacych warunki zadania jest: 210+105+210+105+42+21, czyli 693.
10.50. 262080 napisow (10.1R)
8
Napisow szescioliterowych ztozonych z réznych liter pierwszej grupy oémioliterowej mozna utworzy¢ [6} 6!, czyli 20160.

Liczbe napiséw szescioliterowych ztozonych z réznych liter drugiej grupy o$mioliterowej wyznaczamy na dwa sposoby:
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L sposéb - bezposrednio wyznaczamy liczbg nowych napiséw. Druga grupa od pierwszej rézni sie jedna litera. Zatem nowe

napisy musza zawieraé te nowa litere i pie liter z poprzednie]j grupy oémioliterowej. Jest ich wiec (Z) 6! czyli 15120.

ILspos6b ~ Od liczby wszystkich napiséw utworzonych z liter drugiej grupy odejmujemy liczbe napis6w utworzonych

8 (7
w ramach pierwszej grupy. Otrzymujemy (6} 6!_-L6}-6! » €zyli 15120 nowych napisdw.
Wszystkich grup oémioliterowych jest 17, zatem wszystkich napiséw jest 20160+16-15 120, czyli 262080. W oblicze-
niach skorzystali$my ze wzoréw (10.7b) i (10.3).
10.51. 427 liczb (10.1R)
Korzystamy z reguty (10.1) i (10.2), Mamy cztery rézne przypadki ze wzgledu na cyfry réZne od zera wystepujgce w zapisie
liczby o$miocyfrowej.
1) 6=2+2+2 ~ wzapisie liczby wystepujg trzy dwdjki i piec zer. Na poczatku dwdjka, miejsca na pozostate dwie dwdéijki

7 7
wybieramy na [ZJ spesobdw, na ostatnich pigciu miejscach 53 zera. Takich liczb jest wiec [2} ,czyli 21,

2) 6=242+1+1 - w zapisie liczby wystepuja dwie dwéjki, dwie jedynki i cztery zera, Jesli na poczatku jest dwéjka, to

7 6)
miejsce na drugg dwéjke mozemy wybraé na (J sposobdw, a na jedynki - na | % sposobow. Na ostatnich czterech miej-
ca o aoo AN o o (TY(6 .
scach s3 zera. Zatem takich liczb jest g 57 Jesli na poczatku bedzie jedynka, to takich liczb te bedzie . J o 8 Tak wiec
7Y6 , .
w przypadku 2) mamy 2- : (2 , czyli 210 liczb.

Y (7Y 4
3) 6=2+1+1+1+1 ~w zapisie liczby wystepuja cztery jedynki, jedna dwéjka i trzy zera, Takich liczb jest { J + LB ) 1] ,

czyli 175.

(7)
4) 6=1+1+14+1+1+1 - w zapisie liczby wystepuje szes¢ jedynek i dwa zera. Takich liczb jest | : ; ,czyli 21,

e

Wszystkich liczb spetniajgcych warunki zadania jest 21+210+175+21, czyli 427.

\3 : 2 3
3
10.52. 4313% 13 N 4\13)3) 1313 & 43 13)7(13 (10.1R)
1041 A3 10201 3/ 2 1
Korzystamy z reguty (10.1) i (10.2). Ze wzgledu na liczbe kart w tym samym kolorze mozemy wyréznic trzy przypadki:
a)4, 1,1, 1 (tzn. 4 karty sg w jednym kolorze, a z pozostatych trzech, kazda jest w innym kolorze); b) 3,2,1,1;¢) 2,2, 2, 1.

(4
W przypadku a) mamy L J

1

3
13 4
(143)( 1J mozliwosci, gdzie (1] oznacza liczbg sposobéw wyboru koloru, w ktérym beda
\

3
13 13Y
cztery karty; [ 4 J oznacza liczbg mozliwosci wyboru czterech kart w tym kolorze; ( i J oznacza liczbe mozliwosci wy-

4) Y13Y13Y
boru po jednej karcie, w kazdym z trzech pozostatych koloréw. W przypadku b) mamy ( ;( 13}[3 I (l ) mozliwosci,

A3 fz 1)
13

3
13
5 ] ( i J mozliwosci. Na mocy (10.1) liczba wszystkich mozliwosci jest suma liczb z przypad-

4
aw przypadku c) jest (3 ]{
kéw a), b), c).

10.53. Bardziej prawdopodobne jest uzyskanie 11 oczek. (10.2P, 10.3P)

Oznaczamy: 0={(ay, y, w3): 0y € {1,2,...6},ic {1, 2, 3}}, |2]=6° =216 (10.4). Wszystkie zdarzenia elementarne sg jedna-
kowo prawdopodobne. 4 - zdarzenie ,suma wyrzuconych oczek jest réwna 11”, B- ,suma wyrzuconych oczek jest réwna
12", Sume 11 mozna uzyskaé na szeéé sposobdw, ale sumom: 1+4+6 , 2+4+5, 2+6+3 odpowiada po 6 zdarzeri elemen-
tarnych, natomiast sumom 1+5+45, 4+4+3 » 3+3+5 odpowiadajg po 3 zdarzenia elementarne. Mamy wiec
’A| =3-6+3-3=27 . Wynik 12 mozZna uzyskac na sze$¢ sposobéw, ale sumom 1+546, 2+4+6, 3+4+5 odpowiadajg po 3

zdarzenia elementarne, sumom 2+5+5 i 3+3+6 odpowiadaja po 3 zdarzenie elementarne, natomiast sumie 4+4+4
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odpowiada tylko 1 zdarzenie elementarne. Zatem |B|=3-6+2-3+1=25. Ze wzoru (10.10) otrzymujemy P(A):Z—i%,
P(B)=—=, P(4)>P(B).
216
1054. 2 (10.3P)
16

Oznaczamy: A - zdarzenie ,reszka wypadia co najwyzej 3 razy”; A" - zdarzenie ,reszka wypadta co najmniej 4 razy, czyli 4
razy lub 5 razy”; |Q|= 2°, wszystkie zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. P(4)=1-P(4’). Niech

A; - zdarzenie, Ze reszka wypadta 5 razy, wowczas |4;|=1, A, - zdarzenie, Ze reszka wypadta 4 razy; wéwczas 45| =5;

AU =4 ANy =D, Stad |4]=6, zatem P(A") :%: T36 , wobec tego P(4)= % . W rozwigzaniu skorzystali$my z
A

whasnoéci (10.9d), (10.10), (10.8¢).

10.55. 232‘ (10.1R, 10.3P)

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna liczbie wszystkich 9-elementowych permutacji bez powtérzen
(10.3), czyli |QJ:9! ; Zdarzenia elementarne sa jednakowo prawdopodobne. Niech A oznacza zdarzenie, Ze utworzona

liczba jest podzielna przez 4. Na podstawie cechy podzielnosci przez 4 wypisujemy wszystkie liczby dwucyfrowe o réznych

cyfrach, nie zawierajace w zapisie 0 i podzielne przez 4: 12, 16, 24, 28, 32, 36, 48, 52, 56, 64, 68, 72, 76, 84, 92, 96; jest 16

takich liczb. Pozostate cyfry mozemy dowolnie przestawiaé na 7! sposobdw. Z reguly (10.2) otrzymujemy ‘A| =7!-16,
7116 2

skad P(4)=—-== (10.10).

10.56. 0,125 (10.2R, 10.3P)

Przestrzen {2 jest zbiorem 3-wyrazowych ciagéw o wartoéciach ze zbioru {1, 2, 3, .., 8}; |.Q[ =8°; wszystkie zdarzenia

elementarne s3 jednakowo prawdopodobne. Badamy reszty z dzielenia kwadratéw kolejnych liczb naturalnych przez 4:

(4n)* =160, 1, =0; (4n+1)2 =16n° +8n+1, ry=1; (4n+2)* =160 +16n+4, r; =0, (4n+3)? =16n*+24n+9, r;=1.

Zatem suma kwadratéw trzech liczb jest podzielna przez 4 tylko wtedy, gdy kazda z tych liczb jest parzysta, Mamy
43

X=1{2,4,6,8}; |4 =4-4-4 . Wéwczas P(4)= == 0,125 (10.10).

10.57. (10.2P, 10.3P)

Poniewaz Q={1,2,3,4,..,3n—-1,3n}, wiec [.Q| =3n. Niech A oznacza zdarzenie - ,wylosowana liczba jest parzysta”;
B -~ ,wylosowana liczba jest podzielna przez 3”. Mamy obliczy¢ P{A-B), czyli P(A)—P(A B). Najwigkszg liczbg parzysta

w danym zbiorze jest liczba 3n-1, Zatem | Al e % .Zdarzenie ANB jest zdarzeniem -, wylosowana liczba jest podzielna

przez 6”. Poniewaz n jest liczba nieparzysta, wigc najwigksza liczba podzielng przez 6 w danym zbiorze jest liczba 3(n—1),

3(h-1) n-1 > 3n-1 n-1 2n 1 .
skad |ANB|l=——~= . Ze wzoru (10.10) otrzymujemy P(A)-P(ANB) = = =—==, czyli
ad  |AnB|=—— 5 ( ) ymujemy P(A)-P(ANB) e

P(4-B)=1, cka.,
3
10.58. 120 (10.1P, 5.3P, 10.3P)

Przestrzefi () jest zbiorem wariacji 2-elementowych bez powtérzef o wartosciach ze zbioru (2n+1)-elementowego
(10.5), wiec || =(2n+1)-2n . Niech 4 oznacza zdarzenie: ,za pierwszym razem wylosujemy liczbe dwa razy wieksza, niz za
drugim razem”; wéwczas pierwsza wylosowana liczba jest parzysta. Wéréd danych liczb mamy n liczb parzystych:

2, 4,6, .., 2n. Wobec tego |4|=n-1=n. Otrzymujemy (10.10) réwnanie N S— i; skad Zn+1=15, Obliczamy
(2n+1)-2n 30

Sps =412 15-120 (4.7b).

10.59. (10.1R, 10.3P, 3.1R)

Niech 2 oznacza przestrzeri zdarzefi elementarnych; ze wzoru (10.4) otrzymujemy: |2|=(2n+ 1)3 .Niech A4; oznaczazda-

rzenie: ,wszystkie wylosowane liczby sa parzyste”; natomiast 4, - zdarzenie ,jedna wylosowana liczba jest parzysta, a
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dwie pozostate sg nieparzyste”, A NAy = . Wéwczas |4;|= n® oraz |A2]=3-n-(n+1)* (na trzy sposoby mozna wybraé
kolejnoé¢ wylosowania liczby parzystej). Zatem z wiasnosci (10.8¢) i na podstawie wzoru (1.18a) obliczamy
P +3n(n+1F  4n’+6n* 430 4nd+6n+3n+05-05 1 1

p=P{4 UA)= = = === . Szacujemy:
T T Y el +lzrentd 204n’ +6n% +3n+05) 2 22n+1)
1 1 1 : ; s
S T3 <=, poniewaz 7 >0 dla dowolnejliczby n, ne N, . Ponadto
2 22n+1° 2 2(2n+1)
L 1 3 2~1«— ¢ 3 =1_L:E:@§>&=l. atem l—uﬁ-1—>w7— dla dowolnej liczby n, ne N,
2 2@2n+1) 2 2@2-1+1° 2 54 27 4327 432 16 2 20@n+1f 16
ckd.
10.60. 0,704 (10.3P)

Oznaczamy zdarzenia: A - ,czujnik a bedzie dziatat poprawnie”; B - ,czujnik b bedzie dziatat poprawnie”; C - czujnik ¢ be-
dzie dziatat poprawnie”. Mamy (10.9d) P(4)=0,8, P(B)=0,6, P(C)=0,7. Prawdopodobieristwo zdarzenia, ze potaczenie
pomigdzy punktami M i N bedzie dziatato poprawnie jest réwne P(An(BuUC)), tzn, musi dziata¢ czujnik g i co najmniej
jeden z czujnikéw b lub ¢. Mamy P(An(BUC))=P((AN BYU(ANC))=P(ANB)+P(ANC)~P(ANBAC), (10.9¢). Zda-
rzenia 4, B, C's3 niezalezne, wiec P(AnB)+P(ANC)-P(ANB A C)=P(A)- P(B)+P(A)- P(C)~ P(A)- P(B)- P(C)=0,704,

10.61. a) 1L ) 252 (10.1R, 10.3P)
969 323
;o ; o ) 20 20!
a) Przestrzen () jestzbiorem 4-elementowych podzbioréw zhioru 20-elementowego; IQ! = 5 = Teic =17-15-19 ; zda-
rzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne. Niech 4 oznacza zdarzenie: »wszystkie wylosowane piteczki sg w jed-
5 6 7 ; 55 11
nakowym kolorze”, wéwczas |A| = + + =5+15+35=55 (10.7b), wiec P(4)=—>22 ___—_*~ (10.10).
’ l (4} [4} (4} ( JpwieeE(A) 15-17-19 969 ( )

15
b) niech B oznacza zdarzenie: ,zadna z wylosowanych piteczek nie jest z6tta”. Wéwczas |B/ :[ q }: 13-7-15. A zatem
P(B)= 857 =il—,skad P(B):E.
17-19 323 323
10.62. a) 22 by 3 (10.1R, 10.3P)
91 91 1365

1515
Niech £ to przestrzen zdarzen elementarnych; na podstawie (10.2) oraz (10.7) mamy |QJ =[ 4 W[ i ] ; wszystkie zdarze-
J

nia elementarne sa jednakowo prawdopodobne,
15
a) A - zdarzenie ,wéréd wybranych 0s6b nie bedzie ani jednego matzenstwa”, |A’ :( 1 J(lj) ,Sposréd 15 kobiet wybieramy
dowolnie cztery panie, a nastgpnie sposréd 11 pandéw, ,nie-mez6w”, wybieramy czterech mezczyzn, Otrzymujemy
( 15]/ 1 1}
4 L 4
P(4)= \EAe)
1515
4 )4
—— , . ; T 15)(14)(11) , _
b) B - zdarzenie ,wsréd wybranych oséb bedzie tylko jedno matzeristwo”, le = g { _ |2 15 par wybieramy jedna,

A3 \3)
z pozostatych 14 kobiet wybieramy trzy panie, z pozostatych 11 pandw, Jnie-mezéw”, wybieramy trzech. A zatem

15)14)11)
P(B):[l]{ )(

:g (zobacz(10.10) i (10.7b)).

).3J_ii

\

[ 15
o ; e [15) {4 1
c) C - zdarzenie ,wsréd wybranych os6b bedg cztery matzenstwa”; ;c[ :{ J ; P{C) s = T
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10.63. g (10.1R, 10.3P)
[ spos6b - Korzystamy z reguty dodawania (10.1). Niech 2 bedzie przestrzenia zdarzei elementarnych tego do$wiad-

czenia losowego, |Q|=4!. Oznaczamy przez A, zdarzenie: , doktadnie n listéw trafito do whasciwych kopert”, gdzie
n Wy P 8

ne{1,2,3,4}. Wéwezas A=A UAd, UA; WA, , zdarzenia Ay, A, A;, A, wzajemnie si¢ wykluczaja. Obliczamy:
4
|A1| i {1}-2 (na 4 sposoby mozna wybrac 1 list, kktory trafit do wlasciwe]j koperty, na dwa sposoby pozostate 3 listy nie
;e B . 4 4 :

trafi do whasciwych kopert; czemu odpowiadajg permutacje (3,1,2), (2,3,1). |4| = ) 1 (na ; sposoby mozna wy-
brac 2 listy sposrod czterech, ktére trafig do wtasciwych kopert; pozostate 2 listy nie trafia do odpowiednich kopert wtedy,
gdy zostang zamienione w kopertach miejscami - na 1 sposéb). Zdarzenie A4; jest zdarzeniem niemozliwym, |A3] =0;na-
tomiast |4,|=1.Wobectego [4/=8+6+1=15.Stad P(4)= % =% :

I1 sposéh - Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A’ - ,Zaden list nie trafi do wiaéciwej
koperty”. Dla utatwienia numerujemy koperty oraz odpowiadajgce im listy kolejno cyframi 1, 2, 3, 4. Nastepnie budujemy
drzewo stochastyczne (10.11), w ktérym poszczegolny poziom weztéw oznacza numer listu, ktéry trafit do danej koperty.

2 3 4 1. koperta
AN N AN
1 3 4: 1 4 1 3 2. koperta
LI T AT A
4 4 1 4 1 2 2 1 2 3koperta
S O O O B A O
31 3 2 21 3 2 1 4 koperta
Poniewaz 9 zdarzen elementarnych sprzyja zdarzeniu 4’, wiec P(4")= %, skad P(4)=1 ~% = %
10.64. ﬂ (10.1R, 10.3P)
35

6
Niech a oznacza dlugo$¢ boku sze$ciokata foremnego. Punkty A4, B, C, D, E, F wyznaczaja 12}, czyli 15 odcinkdéw, wiréd

ktérych: 6 ma dhugosc a, 6 ma diugosé av3,3 majg dtugo$¢ 2a . Przestrzen (2 jest zbiorem wszystkich 2-elementowych

15
kombinacji zbioru 15-elementowego; |02 = =105, A - zdarzenie ,wylosowane odcinki majg taka samg dtugosc”.
2 wy Jg lakg q g

6) (6) (3
Na podstawie reguty (10.1) otrzymujemy |A{ = (Z]+(2]+(2J =33 . Wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo praw-
’ 2 33 11
dopodobne, wigc na podstawie (10.10) mamy P(A)=——=-=.
105 35
10.65. AL (10.1R, 10.3P)
273

8
Punkty 4, B, C, D, E, F, G, H wyznaczajg {2} czyli 28 odcinkéw, wéréd ktérych 12 jest krawedziami sze$cianu, 12 jest prze-

katnymi $cian szescianu, 4 sg przekatnymi szeScianu. Przestrzen (2 jest zbiorem wszystkich 3-elementowych kombinacji

28
zbioru 28-elementowego [Q| :( 5 J— 3276; A - zdarzenie ,wylosowane trzy odcinki majq taka samg diugos¢”. Na podsta-

2 12
wie reguty (10.1) otrzymujemy |4| = [13 ]J{ 3 \i
Fa

dobne, wiec P(4)= e .
3276 273

+[:J =444 . Wszystkie zdarzenia elementarne s3g jednakowo prawdopo-
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10.66. n=5 (10.1R, 10.3P)

r

2
W pudetku znajduje si¢ n+2 wszystkich loséw; |(2| = {n; } ; wszystkie zdarzenia elementarne s jednakowo prawdopo-

dobne. Niech 4 oznacza zdarzenie »losujac 2 losy otrzymamy co najmniej 1los wygrywajacy”, P(A) > -;— .Wéwezas A" - zda-

n
rzenie: ,zaden z wylosowanych loséw nie jest wygrywajacy; P(A’)ﬁw;— (10.9d). Poniewaz fA’| =[2J, wigc na podstawie
‘/ n
; Lo (2 1 . . : 5.5
(10.10) otrzymujemy nieréwnosé —-2—_:2-; po zastosowaniu wzoru (10.7b) i uproszczeniu wyrazen mamy:
n+

Z(nz—n)s(n+2)(n+1), czyli n®-5n-2<0; A=33; ny =

ne [0, 5+‘/§

Otrzymujemy zalezno§é

SIS

2 2=

> Jml\u ,czyli ne {1, 2,3,4, 5}; najwigkszg liczbg jest 5.

27

10.67. =~ (10.2R)
65

Tworzymy model, w ktérym wszystkie zdarzenia elementarne s3 jednakowo prawdopodobne. Przestrzefi jest zbiorem
2-elementowych wariacji z powtdrzeniami o wartoéciach z danego zbioru; {Q| =10%=100.N iech A oznacza zdarzenie: ,ilo-
czyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6",

[ spos6b - Wypisujemy w tabeli wszystkie iloczyny wylosowanych liczb, uwzgledniajac kolejnosé tych liczb:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ograniczamy przestrzehi zdarzen

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 elementarnych do  zdarzenia
B - ,iloczyn wylosowanych liczh
2 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 | 20 jest wigkszy od 15”;

|B|:3+5+2-7+2~8+3-9:65.

Znajdujemy w zbiorze B wszystkie
zdarzenia elementarne, sprzyja-
jace zdarzeniu 4, jestich 27 (nary-
sunku zaznaczone szarym kolo-

3 3 6 9 12 15 § 18 | 21 | 24 | 27 | 30

4 4 8 12 16 | 20 | 24 | 28 32 36 | 40

5 5 10 | 15 ) 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50

rem}. Zatem P(4|B)= %;-
6 6 12 18 24 30 36 | 42 48 54 60

7 7 14 } 21 | 28 | 35 | 42 | 49 56 | 63 70

8 8 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80

9 9 18 | 27 36 | 45 54 | 63 72 81 90

10 | 10 | 20 | 30 [ 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100

Il sposdh - Korzystamy ze wzoru (10.12). Obliczamy P(B) oraz P(A~ B). Obliczamy |B‘ - W tym celu wyznaczamy liczbe

zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu B -~ sloczyn wylosowanych liczb jest nie wigkszy, niz 15”. Mamy: 10 par
(a, b), jesli a=1; 7 par, jesli a=2; 5 par, jesli a=3, 3 pary, jesli a=4 albo a=5; 2 pary, jesli a=6 albo a=7 oraz po
jednej parze w przypadku, gdy a=8 albo a=9, albo a=10. Zatem |B|=10+7+5+2-3+2.2+3-1=35 , skad

|B|=100-35=65. Mamy P(B)= Z%% - Nastgpnie obliczamy |4~ B|. Zauwazamy, ze mamy 2-8 ~ 1 par liczb (a,b), w kt-

rych a=6 lub b=6 oraz a-b>15. Inne lloczyny podzielne przez 6 sa utworzone przez pary, w ktorych jedna z liczb jest

podzielna przez 3 lub przez 9, a druga jest parzysta, rézna od 6. Jesli a=3,to be {8,10}; jesli a=9,to he{2,4,8, 10} -

razem 6 par. Zamieniajac kolejnos¢ liczh a,b w parze otrzymujemy 6 Kolejnych par. Zatem |A e B] =154+6-2=27, skad
27 100 27

P(AmB}:ﬂ . Ostatecznie P(4|B)=——.—— =21
100 100 65 65

227
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10.68. a)0,58 b) % (10.1R, 10.3P, 10.2R)

a) Okreslamy przestrzeri zdarzef elementarnych 2={1,2,3,4,5,6}. Niech p=P{{1})= P({3})= P({5})= P({6}), wowczas
P({2})=2p, P({4})=4p.Mamy 4p+2p+4p=P(Q)=1, (zobacz (10.8)) skad p=0,1. Suma wyrzuconych oczek jest parzy-
sta, jesli obie liczby jg tworzace sg parzyste albo obie liczby sa nieparzyste. Niech A oznacza zdarzenie: ,suma otrzymanych
oczek jest parzysta”; A1 - zdarzenie: ,w pojedynczym rzucie kostka otrzymamy $cianke z parzysta liczbg oczek”, zaé Az -
»W pojedynczym rzucie kostka otrzymamy $cianke z nieparzysta liczbg oczek”. Wéwczas P(4;)=0,2+0,4+0,1=0,7 oraz
P(A;)=0,3 . Szkicujemy drzewo stochastyczne, P oznacza, Ze wypadla parzysta liczba oczek, N - wypadta nieparzysta liczba
oczek.

P N 1.rzut

P N P N 2.rzut
Otrzymujemy P(A4)=0,7-0,7+0,3-0,3=0,58.

b) Niech A oznacza zdarzenie - ,,suma otrzymanych oczek jest pierwsza”; B - ,suma otrzymanych oczek jest nieparzysta”.
Mamy P(B)=0,42 (zobacz podpunkt a). Wyznaczamy P(A~ B).Zauwazamy, ze nieparzystg sume, bedaca liczba pierwsza,
uzyskamy w nastgpujacych przypadkach: {1, 2}, {1, 4}, {1, 6}, {2, 3}, {2, 5}, {3, 4}, {5, 6}. Obliczamy:
P({1,2})=2-0,1-0,2=0,04 = P({2,3})= P({2,5}); analogicznie P({1,4})=2-0,1-0,4=0,08=P({3,4}) oraz

P({1,6})=2-01-0,1=0,02=P({5,6}) . Zatem P(AB)=3-0,04+2-0,08+2-0,02=032. Stad p(,qw):g%:%
10.69. 2 (10.3R)
25

Lsposéb -Niech A oznacza zdarzenie, Ze losowo wybrany jogurt jest naturainy, B; - losowo wybrany jogurt pochodzi ze

spotdzielni 1, B, - losowo wybrany jogurt pochodzi ze spoldzielni II. Mamy By UB; =02, BiNBy=@; P(Bl):%,

P(Bﬂ:%. Zauwazamy, 7e P(A|Bl):é ; P(A[Bz)z—; Speinione s3 zatoZenia twierdzenia (10.15), wiec:

I
10

6 12

1
P(A)==- .
=3 10 25

2
+—-
3

Il sposéb - Przedstawiamy etapy do$wiadczenia losowego na drzewie stochastycznym. Niech N oznacza wybér jogurtu
naturalnego, O - wybér jogurtu owocowego.

0,4 0,6
I spotdzielnia I spétdzielnia wyboér spotdzielni
4 2 1

5 5 3 3

N 0 N 0 wyb6r jogurtu
Wéwczas P(A):i.l+_§_.£=2.

10 5 10 3 25
10.70. ) > g2 gL (10.3R, 10.2R)
21 28 2

a) Oznaczamy zdarzenia: A - ,wylosowane trzy kule okazaty sie biate”; B; - ,usunigto na poczgtku kule czarng”; B, - ,usu-

) 5
nigto na poczatku kule bialy”. ByuB,=, B nNnB=C, P(Bl):%, P(Bz)=§: P(A|B) )=t =

0.
B



Odpowiedzi i rozwigzania 2 2 9

—5~ Speinione s3 zatoZenia twierdzenia (10.15), wiec P(4)=—- -1 S L 2
8’ 143 283 21

w
A ()
b

( 5 ( 3
’ ; o i \2A1, 15
b} Oznaczamy zdarzenia: ¢ - ,wylosowano dwie kule biate i jedng kule czarng”, P(C|By)== Y
)

c) Obliczamy P(B, | 4), (zobacz 10.16): P(B, |A):—P (ANB,) _ P(4]5y)-P(By) - Korzystamy z danych punktu a) i otrzy-

e
[ee]

P(4) P(4)
5 2
mujemy P(B2 | A) 85 3
o
10.71. Do pierwszej urny nalezy wiozy¢ 3 kule biate, a do drugiej - 1 kule biata, (10.3R)

Przyjmijmy oznaczenia zdarzer: A - ~wylosowano kule biaty”, B; - ,wylosowano kule z pierwszej urny”, B, - ,wy-loso-
wano kulg z drugiej urny”, Niech n oznacza liczbe kul biatych w pIEI"WSZej urnie, 4—n - liczbe kul biatych w drugiej urnie

’

ne{0,1,2,3,4}. Mamy BinBy =@, B UB, =0, ponadto P(B,)= »3- , P(By)= —;— » Zatem s3 spetnione zalozenia twierdze-

nia (10.15). P(A|Bl)=—n—, P'(A[Bz):iill i P(A):L--%+i:£-}-. Nastepnie sprawdzamy, dla jakiej wartosci n,
n+5 5-n n+5 3 5-n 3

ne{0,1,2,3, 4}, wyrazenie P(4) przyjmuje najwieksza wartosc. Otrzymujemy n=3; wéwczas P(4)= —153 .

10.72. a)

a8t ) T (10.1R, 10.3R, 10.2R)
4750 281

Oznaczamy zdarzenia: A - ,uczestnik loterii wyciggnat 2 losy wygrywajace”: By - ,uczestnik loterii losowat z pierwszego
koszyka”; B, - ,uczestnik loterii losowat z drugiego koszyka”; B; - ,uczestnik loterii losowat z trzeciego koszyka”.

a) Mamy: B, UB, B3 =0, zdarzenia By, B, B3 s parami roztaczne, ponadto

/—\

P(B1)=02, P(B;)=0,8-02=0,16,
10
2

20
Z

N

J

5
=£§,PfA|Bz)=—@=i

20y 19’
2

P(B3)=0,8-0,8=0,64. Spetnione s3 zatozZenia twierdzenia (10.15), P(4|By)=
3 1

2
(z 1 9 1 1 281
PlA| By)= o= P(A)=— 02+ =016+ -1 .0 64 281 0,059
AiBs)=7 100’ =55 19 190 2750~ 0059).
2
b) Szukamy prawdopodobiefistwa P(B| 4). Mamy (10.16): P(B, | 4)= £ (BZ“ALP “15,)-p (BZ) 40( 0,14).
& P(4) P(4) 281
10.73. 1023 (10.2R, 10.3R)
10240

Oznaczamy zdarzenia: 4 - »W Wyniku rzutéw moneta otrzymam same orty”; B, - ,rzucamy k ra monetg”, gdzie
4 y k y y 1, 8

ke{l,2,3,. .10}, P( (By)=P(B;)=..= P(B;y)=—. Zdarzenia By, By, .., Byy sa parami roztaczne, BiuUB,U..UByy =0,

Spehione s3 zatozenia twierdzenia (10.15). Ponadto P(4| Bk)— yhefl, 2.3, . 10}. Mamy zatem

1
11 1 1 i 4 1(1 1 1)111"'210' 1023
= et s o o 2 2

2 10 22 10 210 10 10l2 22 il

W obliczeniach zZastosowaliSmy wzér (4.8b).
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10.74. (10.2R, 10.3R})
Oznaczamy zdarzenia: A - ,wyciggnieto kule bialg”; B, - ,wylosowano urne o numerze k”, ke {1,2,3,...,n}.

P(B,)=P(B,)=..=P(B,) =2, Zdarzenia By, By, .., B, s3 paramirozigcznei B; U B, ..U B, =2. Spetnione s3 zatoze-
n

nia twierdzenia 10.15. Ponadto P(A|B,)=<, ke {1,2.3,.., n}. Mamy zatem
n

P(A)z—l—-—1—+l-£+...+~1—-£=—1—(1+2+...+n): e Eﬂgiﬂy}_)l ,bo —1—>0 dla dowolnej liczby naturalnej
nn nan nn pt e 2 2n 2 2n 2 2n

n, >0, ckd.

10.75. %,n=10 (10.1R, 10.3P, 11.6R)

1 sposéb - Oznaczamy: £ - ,zbiér wszystkich 3-wyrazowych wariacji z powtdrzeniami zbioru 15-elementowego”;
|.(2E:153; wszystkie zdarzenia elementarne sy jednakowo prawdopodobne. 4 - ,zbiér 3-wyrazowych wariacji
z powtdrzeniami zbioru 15-elementowege, w ktdérych dokiadnie dwa wyrazy oznaczaja wylosowanie kuli biatej”;
3n (15 n)

|4| =3n*(15—n) . Korzystamy z twierdzenia (10. 10) i otrzymujemy P(4)= ,gdzie ne {1,2,3, .. . 15}. Aby wyzna-

czy¢ najwigksza wartoéé P(4) mozemy postapié na dwa sposoby:

1) Obliczamy P(A) dla kolejnych wartosci n od 1 do 15 i otrzymujemy, ze P(A) jest najwieksze, jesli n=10 i P(4) =—;L—

3x2(15-x)

2} Wyznaczamy najwieksza wartos¢ funkeji f(x)= 5
15

,gdzie xe (1,15) . Funkcja fjest ciagla w przedziale (1,15

i rézniczkowalna w przedziale (1,15). Na podstawie (5.17) i (5.18) obliczamy f(x)— (30x 3x2), gdzie xe(1,15).

Stad f(x)=0ex=10, f(x)>04 xe(1,10), f(x)<0« xe(10,15). Zatem w punkcne 10 funkcja f ma maksimum lo-

kalne, ktére jest jednoczesnie najwigksza wartoécig tej funkcji fmax(10)=§- Stwierdzamy, ze P(4) bedzie najwicksze
wtedy, gdy n=10 i wéwczas P(A):%.

Ll sposéb: Doswiadczenie losowe przedstawiamy na drzewie (zobacz (10.11)); b oznacza wylosowanie kuli biatej, ¢ - wylo-
sowanie kuli, ktéra nie jest biata.

1. losowanie

A G4
A A A

¢ 3.losowanie

2.losowanie

A - zdarzenie ,biata kula bedzie wylosowana dok}adnie dwa razy”. A= {(b, b, c), (b,c, b), (c,b, b)};

n(15— n) (15 —-n)
5 15°

P((b, b,c))=P((b,c,b))=P{(c, b, b)) = P(A)=3- . Dalej postepujemy tak, jak w I sposobie.



