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9.73. Na okregu o promieniu  opisano romb, ktérego jeden z katéw wewnetrznych ma mia-
re 150°.
a) Wykaz, ze dtugosci: krotszej przekatnej d), boku a rombu i dhuzszej przekatnej d, sg ko-
lejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
b) Oblicz stosunek pola B, rombu do pola P, kota wpisanego w ten romb.

9.74. Oblicz pole P trapezu o podstawach dlugosci a i 4a, jesli mozna na nim opisaé okrag
1 mozna w niego wpisaé okrag.

9.75. Dhugosci ramion a i b trapezu sa réwne odpowiednio 5 cm i 3 cm. Odcinek laczacy §rod-
.q
ki tych ramion dzieli trapez na dwie czesci w ten sposéb, ze stosunek ich pol rowny jest '—1

Oblicz pole P trapezu wiedzac, ze mozna wpisaé w niego okrag.

9.76. Bok AB czworokata ABCD jest $rednicg okregu opisanego na tym czworokacie. Oblicz
miary katow wewngtrznych czworokata, jezeli [BC|=|CD| i |« DBC|=20°.

9.77. Kazdy z czterech okrggdw jest styczny zewnetrznie do dwadch sposrdd trzech pozostatych.
Uzasadnij, ze srodki tych okregow sa wierzchotkami czworokata, w ktory mozna wpisa¢ okrag.

9.78. W czworokacie ABCD okregi wpisane w trojkaty ABC i ADC s3 styczne zewnetrznie.
Wykaz, ze w czworokat 4BCD mozna wpisa¢ okrag.

9.79. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag dlugosei tukéw odpowiadajacym cigeiwom
AB, BC 1 CD sa rowne. Wykaz, ze czworokat ABCD jest trapezem.

9.80. Trapez rdéwnoramienny o przekatnej dtugosci 5 cm 1 obwodzie 16 cm, jest opisany na
okregu. Oblicz dlugo$¢ promienia r okregu wpisanego w ten trapez i dlugosé promienia R
okregu opisanego na nim.

9.81. W czworokacie ABCD wpisanym w okrag: |4B|=1, |BC|=2,

CD|=4 i|AD|=3. Oblicz:
a) cosinus kata miedzy najkrotszymi bokami,

b) sinus kata miedzy najdtuzszymi bokami,

¢) pole czworokata.

9.82. W okrag o promieniu 7 wpisano czworokat ABCD. Oblicz obwdd L i pole P czworokata,
wiedzac ze |4B|=|BC|, |« ADC|=120° i stosunek pola tréjkata ABD do pola tréjkata BCD
jestrowny 2:1.

9.83. Ramiona trapezu opisanego na okregu majg dtugosci 13 i 15, a pole trapezu jest row-
ne 168. Oblicz pola czterech trojkatow, na jakie przekatne dzielg ten trapez.
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9.72.8) a=—r, dy=dr, dy=—=r, b) 3"

B

.
Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku, gdzie
|KL|=|LM|=|MN|=|NK|=a, |4B|=|DC|=c, |4D|=|BC|=d, |KM|=d),

|1VL{'—‘-012 i d] >d2., |CA|—_I’£:2?". K
a) Zauwaz, ze czworokat ABCD jest prostokatem i jego boki sa rownolegte do przekatnych rombu KLMN.

Poniewaz |« OKL|=|« DAC

, jako katy o ramionach odpowiednio prostopadiych, wige tréjkaty prostokatne

OKL 1 DAC sa podobne.
B 4FaokL Paokr 4
— = tem ———=—.

>

; ; R 8 .
Poniewaz A =4P\gg 1 o =2P\pyc oraz 7)1— & wige

2 B 2Bpac Papac 3
Whnioskujemy, ze trojkaty OKL i DAC sa podobne w skali & rownej - Wwige - L. czyli 22
.] Y= .] QY 4d qp .l \/‘3’ 9 1‘4(., \/gn 'y I”t 3

Poniewaz — =sin2a, gdzie o [0; %J wiec sin2a = ?, zatem 2o = 60°.

a
— P 8 . . o 5 ; o
9.73. b) T Wskazéwka: a) 2asinl5°, a, 2acos 15° — trzy kolejne wyrazy ciagu geometrycznego,

2 i

bo j‘lﬁ‘:sin15°, ﬁ2005150.
2a 2a

9.74. P=5d". Wskazéwka: Trapez wpisany w okrag jest rtéwnoramienny, a w trapezie opisanym na okregu
suma dlugosci ramion jest réwna sumie diugosci podstaw.

- 8 5 2 s - .
9.75. P= gxfﬁcmz. Wskazéwla: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku. 7 warunku zadania:

1° a+b =8, wicc dlugo$¢ odcinka taczacego srodki ramion jest réwna

a+b

=4 (bo w trapez mozna wpisaé okrag) oraz /i =/, =7, bo

h=|pF|=2r i By,
h

2

i PR
2
s
2 3b+a_ 5 -
20 a+,":’f‘[l , wige 3a+bh 11, skad { B
2 at+b=8 -
= o
2
a+b=8
W +(6—-x)* =25
W trojkatach prostokatnych AFD i CEB mamy{ 5 (ﬁ ) , skad x:% i h:%\/lz X
h™+x"=9 .
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9.76. 40°, 70°, 140°, 110°. Wshkazéwka: Czworokat OBCD jest deltoidem, bo

prosta OC jest dwusieczna kata BCD.,

9.77

- Wskazéwka: Wystarczy wykazaé, ze sumy dugosci przeciwleglych
bokéw sg rowne.

9.78. Wskazéwka: Odcinki styczne s3 réwnej 9.79. Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
diugosci oraz sumy bokéw przeciwlegtych sa Wyznacz miary katow ABC i BCD w zaleznosci od

réwne. $rodkowego kata a1 wykaz, ze

=|« CD4|.

|
I
I
I
I
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9.80. r= o % Wskazéwka: Przyjmujgc oznaczenia, jak na rysunku,

1 zaktadajac, ze: IAB|« |DC|=b,

=|BC|=c, |DB|=d =5cm,

\DOs|=R

- ; +
0 promieniu r, mamy #=2r i a+5=2c. Stad c:aTb:éI.

Z twierdzenia Pitagorasa: /= V = (%é} =23 = = %

Zauwazamy, Ze |« DOZB| =2« DABI =20 (z twierdzenia o kacie $rodkowym i wpisanym, opartym na tym

10
3

samym tuku). W AO, MB : % =sine, skad R= W AMLED: sing = ,wiec R=

f\l;'s~
-lh]un

2sino

246

5 :
.41, a) cosa =:—;, b) Sll’l(ﬂ.’ —-a)= . ©) Pypep =2J6.
Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.

£ whasnosci czworokata wpisanego w okrag |« CDA|=7 —a .

Z twierdzenia cosinusow dla A ABC': p2 =12+2%-2.1-2cosa oraz

2 : . 3
AACD: p2:3‘+42—2-3-4cos(n—a). Z rownosci 5—4cosa =25+ 24cosa obliczamy coso::g;.

25
Poniewaz sin(7 -~ a)=sina, gdzie 90°<a <180°, wiec sina = II“@'

1 2 1 :
Papcp =Faape + Paacp =~ 1-2sina +-3-4sin(z —a).

L



7 warunku

226 9. Planimetria

).82. L=143+321, P= %ﬁ Wskazéwka: Przyjmij oznaczenia, jak na rysunku.
Zauwazamy, ze trojkat ABC jest trojkatem rownobocznym (bo |« ABC|=180°-120°

i |« CAB|=|+ ACB

). Poniewaz okrag opisany na czworokacie ABCD jest réwniez

okregiem opisanym na trojkacie rownobocznym 4BC, wigc bok tego trojkata ma

dlugosé rowng 7+/3.

Poniewaz |« ACB|=60°, wigc |« 4DB|=60° (jako katy wpisane oparte na tym samym fuku).
§-|AD[- |DB|-sin60°

P wynika, ze 1—--——m=2, skad |AD|=2
ey 51l |DB-sin 60°

Prapp _2
1

cosinuséw dla A ACD otrzymujemy réwnanie (7\/5 )2 e iAD[Z + iDCi2 —2:|4D|-|DC]- cos120°, skad
=+/21, zatem |AD|=2+21.

053, 189 21 63 63, 384 216 288 288 p_c

2 2 2 u 3 2 3
272" 27 2 i 7 7 7
Wskazowka: Zauwazamy, 7e istniejg dwa przypadki opisania

fcunssiaganas

trapezu ABCD na okregu. Przyjmujemy oznaczenia, jak na rysunkach

obok, gdzie |4F|=x, =y iwtedy |4B|=x+z+y. 4 & J &

FG

Wysokos¢ trapezu s = hy + i, gdzie by —wysokos¢ ADOC,

hy - wysoko§é AAOB. |DF|=|C

r|l=h=2R.

Trapez ABCD jest opisany na okregu, wigc jego wysoko$¢ i =2R, gdzie

R — diugos¢ promienia okregu oraz |4B|+|DC|=

Zatem |AB|+ |DC
|AB\

=28, (bo |4D|=15, |BC

=13), x+y+z+z=28, wicc x+y+2z=28.

Pipcp = a z warunkow zadania Pyppy =168, wiee h=12.

1° Stosujac twierdzenie Pitagorasa w trojkatach prostokatnych: A AFD: * =15 -12%= 81.skad x=9,
ABGC: yl =13-12? = 25,skad y=5. Poniewaz x+y+2z=28, wigc z=7.

. y . h :
7 podobietistwa trojkatow DCO 1 ABO wynika, ze TL oy 1, stad 7y =3 1 by =9. Przekatne trapezu

{43]-1% 21-9 189 IDC|-l  7-3 21
dziela go na cztery trojkaty, ktorych pola: P, = t=—"—=—01! Pipco= i ——
ziela g Ty trojkaty, Kiorych p AABO ~ > 2 5 ADCO 5 ) )

21-12 9 63 7-12 21 63

Papco = FPaape —Paapo = 5 g g Pr apo = Fapca —Fapco = R
; - 384 216 288
2° Postepujge podobnie jak w przypadku 1°, otrzymamy: Py 40 = ﬁ,T; Papco = T; ABCO =757



